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o Rekneme, ze funkce f: R2 — R ma v bodé A ostré lokaini
minimum, jestlize existuje okoli O bodu A takové, Ze pro
kazdy bod X € O, X # A, je spinéno

f(X) — f(A) > 0.




o Rekneme, ze funkce f: R2 — R ma v bodé A ostré lokaini
minimum, jestlize existuje okoli O bodu A takové, Ze pro
kazdy bod X € O, X # A, je spinéno

f(X) — f(A) > 0.

o Modifikace: ... ostré lokalni maximum ... f(X) — f(A) < 0.




Definice

o Rekneme, ze funkce f: R2 — R ma v bodé A ostré lokaini
minimum, jestlize existuje okoli O bodu A takové, Ze pro
kazdy bod X € O, X # A, je spInéno

f(X) — f(A) > 0.

o Modifikace: ... ostré lokalni maximum ... f(X) — f(A) < 0.

o Modifikace: ... neostré lokalni minimum
.. f(X)=f(A) > 0.
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Definice

o Rekneme, ze funkce f: R2 — R ma v bodé A ostré lokaini
minimum, jestlize existuje okoli O bodu A takové, Ze pro
kazdy bod X € O, X # A, je spInéno

f(X) — f(A) > 0.

o Modifikace: ... ostré lokalni maximum ... f(X) — f(A) < 0.
o Modifikace: ... neostré lokalni minimum

...f(X)—f(A) > 0.
o Modifikace: ... neostré lokalni maximum

. f(X)—=f(A) <O0.
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Neexistence

Lokalni minima a maxima (extrémy) mohou byt v bodech, kde
neexistuje jedna ¢i druha parcialni derivace funkce nebo
dokonce obé. Tedy v raznych hrotech (napf. kuzel nebo plocha
na obrazku). Dale se ale budeme zabyvat pfipadem, Ze prvni a
druhé (pfipadné i dalsi) parcialni derivace existuji.
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minimalni hodnoty.

S=(yo—(ax +b))2+ -+ (yn— (axp + b))
S je funkci a, b. Hledame, pro jaka a, b nabyva S(a, b)
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p_ NART

%

P tlak (Pa = Nm~2), T teplota (K), V objem (m3), N po&et mold
(mol), R molarni plynova konstanta (8,314 JK~'mol ")
Nebo: V = ¥, (molarni objem). Pak

p- T
4
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Metoda nejmensich ¢tverct
Stavova rovnice

Maximalizace zisku firmy

(Conrad Heinrich Dieterici 1858-1929)

p_ RT __a

e RVT

V-b
(a, b, tzv. atraktivni a repulzivni parametr, zavisi na konkrétnim
plynu; a: interakce mezi molekulami b: velikost molekul)

Vezmeme-li nyni P jako funkci zavisejici na VaT, mizeme
nalézt lokalni extrémy P(V, T).
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Co to jsou lokalni extrémy?

Pro¢ potiebujeme zjistit lokalni extrémy?
Jak lokalni extrémy nalézt?

Priklady

Z ucebnice pro ekonomy (Mabbett, A. J., Work out
mathematics for economists)

Metoda nejmensich Ctvercl
Stavova rovnice
Maximalizace zisku firmy

Kamenicka rodinna firma Smith & Ray vyrabi dva typy
nahrobnich kamenu, jeden za 150 liber, druhy za 400 liber.
Nakladova funkce je

TC =2Q¢ +3Q1Q, +5Q5 + 50
(@4, Q> mnozstvi). Chceme najit takova mnozstvi, aby zisk

firmy byl maximalni. Zisk spoc¢teme jako N1 = TR — TC, kde
TR = P1Qq + P>Qs (P4, P> ceny). Hledame tedy extrém funkce

NQ;, Q) = 150Q; + 400Qx — (2012 +30Q;Q +5Q2 + 50) .
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o Pfipomenme: pfi lok&lnim minimu v A funkce f v blizkém
bodé X splfuje f(X) — f(A) > 0. Bod
X = [x1,x] = [a1 + eAx, ap + cAy], kde (Ax, Ay) je
nenulovy vektor.




o Pfipomenme: pfi lok&lnim minimu v A funkce f v blizkém
bodé X splfuje f(X) — f(A) > 0. Bod

X =[x, %] = [a1 +eAx, a + cAy], kde (Ax, Ay) je
nenulovy vektor.
o Taylor:

3

f(X) — f(A) = £ (f(A)AX + ,(A)Ay) +
1
2

(A (A)(AX)? + 26 (A)AxDy + f (ANAY)E ) +
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@ Ve vyrazu na pravé strané poznavame (pro ¢ — 0)
diferencialy!
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diferencialy!

@ Ve vyrazu na pravé strané poznavame (pro ¢ — 0)

o Uvédomme si: pro minimum potfebujeme na levé strané
(tedy i na pravé) kladnou hodnotu. Pfitom ¢ muze byt jak
kladné, tak zaporné. To znamena:
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Odvozeni

o Ve vyrazu na pravé strané poznavame (pro ¢ — 0)
diferencialy!

o Uvédomme si: pro minimum potfebujeme na levé strané
(tedy i na pravé) kladnou hodnotu. Pfitom ¢ mize byt jak
kladné, tak zaporné. To znamena:

@ Prvni diferencial musi byt nutné nulovy! (Tedy prvni
parcialni derivace musi byt nulové.)
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Co to jsou lokalni extrémy?

Pro¢ potrebujeme zjistit lokalni extrémy?
Jak lokalni extrémy nalézt?

Priklady

Odvozeni

o Ve vyrazu na pravé strané poznavame (pro ¢ — 0)
diferencialy!

o Uvédomme si: pro minimum potfebujeme na levé strané
(tedy i na pravé) kladnou hodnotu. Pfitom  muze byt jak
kladné, tak zaporné. To znamena:

o Prvni diferencial musi byt nutné nulovy! (Tedy prvni
parcialni derivace musi byt nulové.)

o Pokud bude prvni diferencial nulovy a druhy diferencial
kladny, pak uz je minimum zaruceno. (Misto kladny*
fikame pozitivné definitini.)
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Nutnou podminkou k tomu, aby v bodé A byl lokalni extrém, je,
aby fi(A) = 0 a f)(A) = 0. Body, v nichz jsou prvni parcialni
derivace nulové, nazyvame stacionarni body.




d2fy = (f;'X(A)(dx)2 +2f) (A) dxdy + I (A)(d y)2)

Je-li druhy diferenciél pro kazdy nenulovy vektor (dx, dy)
kladny, nazveme ho pozitivné definitni.
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Druhy dif

dfa = (Fa(A)(dx)? + 21 (A) dxdy + f (A)(dy)?)

Je-li druhy diferencial pro kazdy nenulovy vektor (dx,dy)
kladny, nazveme ho pozitivné definitni.

@ ...zaporny ... negativné definitni
...nezaporny ... pozitivné semidefinitni
...nekladny ... negativné semidefinitni

=] = = = = DAl
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Druhy diferencial

dfa = (Fa(A)(dx)? + 21 (A) dxdy + f (A)(dy)?)

Je-li druhy diferencial pro kazdy nenulovy vektor (dx,dy)
kladny, nazveme ho pozitivné definitni.

@ ...zaporny ... negativné definitni
...nezaporny ... pozitivné semidefinitni
...nekladny ... negativné semidefinitni

o Je-li druhy diferencial pro néjaky vektor (dx, dy) kladny a
pro jiny véktor zaporny, nazveme ho indefinitni.

=] = = = = DAl
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Hessova m

o Matice druhého diferencialu, ktery je pfikladem tzv.
kvadratické formy, je matice sloZzena z druhych parcialnich
derivaci p A 1)

:(wm%w>
do nichz jsme dosadili zkoumany stacionarni bod A. Matici
se fika Hessova matice (Ludwig Otto Hesse 1811-1874).

o = = = = 9Dac
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Co to jsou lokalni extrémy?

Pro¢ potrebujeme zjistit lokalni extrémy?
Jak lokalni extrémy nalézt?

Priklady

Hessova matice

o Matice druhého diferencialu, ktery je pfikladem tzv.
kvadratické formy, je matice slozena z druhych parcialnich

derivaci £10A) F1(A)
_ XX Xy
H=(5mgw)
do nichz jsme dosadili zkoumany stacionarni bod A. Matici
se fika Hessova matice (Ludwig Otto Hesse 1811-1874).

o Oznatme D = fi(A), Dz = i (A),(A) — (1 (A))?
(determinant podmatice 1. fadu v levém hornim rohu a
determinant celé matice).
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o Druhy diferencial je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz v
bodé A nastava Dy > 0a D, > 0.




o Druhy diferencial je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz v
bodé A nastava Dy > 0a D, > 0.

o Druhy diferencial je negativné definitni pravé tehdy, kdyz v
bodé A nastava Dy < 0a D, > 0.




Sylvestero

o Druhy diferencial je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz v
bodé A nastava Dy > 0a D, > 0.

o Druhy diferencial je negativné definitni pravé tehdy, kdyz v
bodé A nastava D; < 0a D, > 0.

o Tzv. Sylvesterovo kritérium (James Joseph Sylvester
1814-1897).
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Co to jsou lokalni extrémy?

Pro¢ potrebujeme zjistit lokalni extrémy?
Jak lokalni extrémy nalézt?

Priklady

Sylvesterovo kritérium

o Druhy diferencial je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz v
bodé A nastava D; > 0a D, > 0.

o Druhy diferencial je negativné definitni pravé tehdy, kdyz v
bodé A nastava D; < 0a D, > 0.

o Tzv. Sylvesterovo kritérium (James Joseph Sylvester
1814-1897).

o Dale: Je-li druhy diferencial ve stacionarnim bodé pozitivné

(negativné) definitni, je v tomto bodé lokalni minimum
(maximum).

Miroslav Kures Lokalni extrémy funkci dvou proménnych Text pro Matematiku 2



o A naopak: jestlize je ve stacionarnim bodé neostré lokalni
minimum (maximum), pak je druhy diferencial ve

stacionarnim bodé pozitivné (negativné) semidefinitni.
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Dalsi kritéri

o A naopak: jestlize je ve stacionarnim bodé neostré lokalni
minimum (maximum), pak je druhy diferencial ve
stacionarnim bodé pozitivné (negativné) semidefinitni.

o Ztoho plyne: pro D, < 0 lokalni extrém nikdy nenastava!
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Dalsi kritéria extr

o A naopak: jestlize je ve stacionarnim bodé neostré lokalni
minimum (maximum), pak je druhy diferencial ve
stacionarnim bodé pozitivné (negativné) semidefinitni.

o Ztoho plyne: pro D, < 0 lokalni extrém nikdy nenastava!

o Ztoho dale plyne: je-li Dy #£0 a
Do = £, (A)f,(A) — (f4,(A))? = 0, pak nutné maji £,(A) a
fyy(A) stejna znaménka.

o = = = = 9Dac
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Co to jsou lokalni extrémy?

Pro¢ potrebujeme zjistit lokalni extrémy?
Jak lokalni extrémy nalézt?

Priklady

Dalsi kritéria extrému *

o A naopak: jestlize je ve stacionarnim bodé neostré lokalni
minimum (maximum), pak je druhy diferencial ve
stacionarnim bodeé pozitivné (negativné) semidefinitni.

o Ztoho plyne: pro D, < 0 lokalni extrém nikdy nenastava!

o Ztoho dale plyne: je-li Dy #£0 a
Do = 1 (A, (A) — (f)’(g,(A))2 = 0, pak nutné maji £} (A) a
fyy(A) stejna znaménka.

o A také je zfejmé: je-li pro nenulovou Hessovu matici
Dy = 0a D, = 0, pak je derivace f,, (A) nenulova.
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Co to jsou lokalni extrémy?

Pro¢ potrebujeme zjistit lokalni extrémy?
Jak lokalni extrémy nalézt?

Priklady

Dalsi kritéria extrému *

o A naopak: jestlize je ve stacionarnim bodé neostré lokalni
minimum (maximum), pak je druhy diferencial ve
stacionarnim bodeé pozitivné (negativné) semidefinitni.

o Ztoho plyne: pro D, < 0 lokalni extrém nikdy nenastava!

o Ztoho dale plyne: je-li Dy #£0 a
Do = 1 (A, (A) — (f)’(g,(A))2 = 0, pak nutné maji £} (A) a
fyy(A) stejna znaménka.

o A také je zfejmé: je-li pro nenulovou Hessovu matici
Dy = 0a D, = 0, pak je derivace f,, (A) nenulova.

o Kritérium pro D, = 0: Je-li fj;, (A) > 0 (< 0), pak je druhy
diferencial v A pozitivné (negativné) semidefinitni.
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o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 2x?y + 5x —

y2
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o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 2x?y + 5x —

y2
@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
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o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 2x?y + 5x —

y2
@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
°

f)’(=4xy+5—l2

_ 0,2 X
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o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 2x?y + 5x —

y2
@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
°

f;=4xy+5—l2 f;=2x2+213

y
@ Parcialni derivace polozte rovny nule a vzniklou soustavu
feste. Tim najdete stacionarni body funkce.
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@ V druhé rovnici: vydélte 2 a vytknéte x.

«0O)» «F»
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@ V druhé rovnici: vydélte 2 a vytknéte x.
°

’
X|x+—=]=0
( y3>

Tzn. bud x = 0 nebo x = —}%. Obé varianty dosadte
postupné do prvni rovnice.
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@ V druhé rovnici: vydélte 2 a vytknéte x.
°

1
X{x+—]=0
( y3>

Tzn. bud x = 0 nebo x = —}%. Obé varianty dosadte
postupné do prvni rovnice.
o Ve varianté (a) mate

a ve varianté (b) dostanete
4 1
_F + 5—
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@ V obou variantach dostanete pro y dveé feseni, ve varianté
(b) jesté dopoctete x.

«0O)» «F»

it
a
it

RN Ge




@ V obou variantach dostanete pro y dveé feseni, ve varianté
(b) jesté dopoctete x.
@ Celkem dostanete Ctyfi stacionarni body:

A=[o,—l], Bz[o,l], C=[-1,1, D=[1,-1].

V5 V5




@ V obou variantach dostanete pro y dveé feseni, ve varianté
(b) jesté dopoctete x.

@ Celkem dostanete Ctyfi stacionarni body:

A=[O,—%], B:[O,%], C=[-1,1, D=[1,-1].

@ A nyni — opét sami — si spoctéte druhé parcialni derivace!
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@ V obou variantach dostanete pro y dveé feseni, ve varianté
(b) jesté dopoctete x.
@ Celkem dostanete Ctyfi stacionarni body:

1 1
A=10,——|, B=|0,—|, C=[-1,1], D=[1,-1].
o) &= [o7g) o=t o=t
@ A nyni — opét sami — si spoctéte druhé parcialni derivace!

)
6x

fll _ _ =
Yy y4

2
=4y G =dx+ g




o Dosadite-li bod A, dostanete:

f(A) = —

4
V5

fr(A)=—10v5 £ (A)=0
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o Dosadite-li bod A, dostanete:

4
£ (A) = ~ 7 fr(A)=—10v5 £ (A)=0
o Hessova matice probod Aje [ V5 108 ) o
-10v5 0
determinanty Dy = —%, D> = —500.
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o Dosadite-li bod A, dostanete:

4

(A =~

fr(A)=—10v5 £ (A)=0

~10v5 0
determinanty Dy = —%, D> = —500.

4
o Hessova matice pro bod A je ( V5 _10\/5) a

@ Protoze je D, zaporny, neni v bode A lokalni extrém.




o Dosadite-li bod B, dostanete:

f(B) = 7z fy(B)=10V5
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o Dosadite-li bod B, dostanete

4
f! (B) = 7 fr(B)=10v5  £(B) =
. . 4 105 .
@ Hessova matice pro bod B je ( V5 > a determinanty
10v5 0
Dy = f, D, = —500.
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o Dosadite-li bod B, dostanete:

4

f4(B) = 2

fr(B)=10v5  £(B) =
. . 4 105 .
@ Hessova matice pro bod B je < V5 ) a determinanty
10v5 0

Dy = f’ D> = —500.

@ Protoze je D, zaporny, neni v bodé B lokalni extrém.




o Dosadite-li bod C, dostanete:

f(C) =4 fy(C)=-2

> A F »r <
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o Dosadite-li bod C, dostanete:

M(C)=4  f(C)=-2 f(0)=6

o Hessova matice pro bod C je ( %, #) a determinanty
Dy = 4, D, — 20.




o Dosadite-li bod C, dostanete:

M(C)=4  f(C)=-2 f(0)=6

o Hessova matice pro bod C je ( %, #) a determinanty
Dy = 4, D, — 20.

o Protoze je Dy > 0, D> > 0, je v bodé C lokalni minimum.




o Dosadite-li bod C, dostanete:

M(C)=4  f(C)=-2 f(0)=6

o Hessova matice pro bod C je ( %, #) a determinanty
Dy = 4, D, — 20.

o Protoze je Dy > 0, D> > 0, je v bodé C lokalni minimum.

@ Spoctéte také funkéni hodnotu v bodé tohoto minima:
f(C) =-2.




o Dosadite-li bod D, dostanete:

(D) = —6

(D)= —4  fD)=2 I

11
yy




o Dosadite-li bod D, dostanete:

f(D)=—-4  f,(D)=2  f,(D)=—6

11
yy

o Hessova matice pro bod Cje (' %) a determinanty
Dy = —4, D, — 20.




o Dosadite-li bod D, dostanete:

f(D)=—-4  f,(D)=2  f,(D)=—6

1

W

o Hessova matice pro bod Cje (' %) a determinanty
Dy = —4, D, — 20.

o Protoze je Dy < 0, D> > 0, je v bodé D lokalni maximum.




o Dosadite-li bod D, dostanete:

f(D)=—-4  f,(D)=2  f,(D)=—6

/4

Yy

o Hessova matice pro bod Cje (' %) a determinanty
Dy = —4, D, — 20.

o Protoze je Dy < 0, D> > 0, je v bodé D lokalni maximum.

@ Spoctéte také funkéni hodnotu v bodé tohoto maxima:
f(D) = 2.




@ Zavér: funkce

f(x,y) = 2x2y + Bx — }%

ma dva lokalni extrémy; lokalni minimum v bodé

c=[-1,1],
kde

f(C)=-2
a lokalni maximum v bodé

D=[1,-1],
kde

f(D) = 2.




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 3x% — 18x + arctan (2xy2)




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 3x% — 18x + arctan (2xy2)
@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
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o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 3x% — 18x + arctan (2xy2)

@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
°

2y? 4xy
fl_bx—18+-— g
x=6x =18+ + 4x2y4 Yoo 4 axey4




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 3x% — 18x + arctan (2xy2)

@ Spocitejte si sami parcialni derivace!

? 2
f—6x— 1842

4xy
!
1+4x2y4

Y1 4 axyt
@ Parcialni derivace polozte rovny nule a vzniklou soustavu

feste. Tim najdete stacionarni body funkce.
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@ Pohledem na druhou rovnici zjistite, Ze bud x = 0 nebo

y = 0. Obé varianty dosadte postupné do prvni rovnice.
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@ Pohledem na druhou rovnici zjistite, Ze bud x = 0 nebo
y = 0. Obé varianty dosadte postupné do prvni rovnice.
o Ve varianté (a) mate

—18+2y2 =0
a ve varianté (b) dostanete

6x —18 =0.
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@ Ve varianté (a) dostanete pro y dvé feseni, ve varianté (b)
dostanete pro x feSeni jediné.

«0O)» «F»
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@ Ve varianté (a) dostanete pro y dvé feseni, ve varianté (b)
dostanete pro x feSeni jediné.

o Celkem dostanete tfi stacionarni body:

A=[0,-3], B=1[0,3], C=]3,0].

«O0>» «Fr» « =>»



@ Ve varianté (a) dostanete pro y dvé feseni, ve varianté (b)
dostanete pro x feSeni jediné.

o Celkem dostanete tfi stacionarni body:

A=[0,-3], B=1[0,3], C=]3,0].

@ A nyni — opét sami — si spoctéte druhé parcialni derivace!

«O0>» «Fr» « =>»




_ 4x —48x%y*
W (1+4X2y4)2
«O0>» «Fr « =>» « > P NEd

@ Ve varianté (a) dostanete pro y dvé feseni, ve varianté (b)
dostanete pro x feSeni jediné.

o Celkem dostanete tfi stacionarni body:

A=[0,-3], B=1[0,3], C=]3,0].

6
7 -6 16xy

@ A nyni — opét sami — si spoctéte druhé parcialni derivace!

y 4y —16x%y°
- (1 + 4x2y4)? YT (1 + 4x2y4)?

11



@ Nyni body A, B a C postupné dosadte do druhych
derivaci, napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a
spoctéte determinanty Dy a Do.

«O0>» «Fr» « =>»



@ Nyni body A, B a C postupné dosadte do druhych
derivaci, napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a
spoctéte determinanty Dy a Do.

o Zjistite, Ze pro Aipro B je D, < 0.V téchto bodech tedy
neni lokalni extrém.




@ Nyni body A, B a C postupné dosadte do druhych
derivaci, napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a
spoctéte determinanty Dy a Do.

o Zjistite, Ze pro Aipro B je D, < 0.V téchto bodech tedy
neni lokalni extrém.

@ Hessova matice pro bod C je (§ ) a determinanty
Dy =6,D, =72.




@ Nyni body A, B a C postupné dosadte do druhych
derivaci, napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a
spoctéte determinanty Dy a Do.

o Zjistite, Ze pro Aipro B je D, < 0.V téchto bodech tedy
neni lokalni extrém.

@ Hessova matice pro bod C je (§ ) a determinanty
Dy =6,D, =72.

o Protoze je Dy > 0, D> > 0, je v bodé C lokalni minimum.

«40)>» «F>r «=)r « > = Q>




@ Nyni body A, B a C postupné dosadte do druhych
derivaci, napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a
spoctéte determinanty Dy a Do.

o Zjistite, Ze pro Aipro B je D, < 0.V téchto bodech tedy
neni lokalni extrém.

@ Hessova matice pro bod C je (§ ) a determinanty
Dy =6,D, =72.

o Protoze je Dy > 0, D> > 0, je v bodé C lokalni minimum.

@ Spoctéte také funkéni hodnotu v bodé tohoto minima:
f(C) = -27.

«40)>» «F>r «=)r « > = Q>




o Zaveér: funkce

f(x,y) = 3x% — 18x + arctan (2xy2)
ma jediny lokalni extrém; lokalni minimum v bodé
C=13,0],
kde

f(C) = —27.




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = (2x — y) e




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = (2x — y) e ®"
@ Spocitejte si sami parcialni derivace!

«O0>» «Fr» « =>»




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = (2x — y) e

@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
°

fi=(@x—y+2)e "  f = (-36xy2+18y° —1)e* O




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = (2x — y) e ®"
@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
°

f, = (2x—y+2)eX %

f, = (—36xy%+18y° —1) e
@ Parcialni derivace polozte rovny nule a vzniklou soustavu
feste. Tim najdete stacionarni body funkce.

«O0>» «Fr» « =>»




@ V obou rovnicich mizete vydélit exponencialou, ktera je
nenulova. Z prvni rovnice vyjadrite

y=2x+2
a dosadite do druhé rovnice.

«0O)» «F»
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@ V obou rovnicich mizete vydélit exponencialou, ktera je
nenulova. Z prvni rovnice vyjadrite

y=2x+2
a dosadite do druhé rovnice.

@ Druhé rovnice je po dosazeni rovnici kvadratickou

144x% 4 288x + 143 = 0,

jen byste méli pfi jejim feSeni vyuzit toho, ze vite, ze
144 = 122. Pak uz snadno najdete dva koreny.

«O0>» «Fr» « =>»



@ V obou rovnicich mizete vydélit exponencialou, ktera je
nenulova. Z prvni rovnice vyjadrite

y=2x+2
a dosadite do druhé rovnice.

@ Druhé rovnice je po dosazeni rovnici kvadratickou

144x? 4 288x + 143 = 0,

jen byste méli pfi jejim feSeni vyuzit toho, Ze vite, ze

144 = 122, Pak uz snadno najdete dva koreny.
@ Po spoctenych x jesté dopoctete y.

«O0>» «Fr» « =>»




@ Mate nalezeny dva stacionarni body:

13 1 11 1
A‘[_E’_E]’ B‘[_E’é]'

«O0>» «Fr» « =>»




@ Mate nalezeny dva stacionarni body:

13 1 11 1
A‘[_E’_E]’ B‘[_E’é]'

«O0>» «Fr» « =>»




@ Mate nalezeny dva stacionarni body:

13 1 11 1
A‘[_ﬁ’_é]’ B‘[_E’é]'

@ A nyni — opét sami — si spoctéte druhé parcialni derivace!

«O0>» «Fr» « =>»



@ Mate nalezeny dva stacionarni body:

13 1 11 1
A‘[_E’_E]’ B‘[_E’é]'

@ A nyni — opét sami — si spoctéte druhé parcialni derivace!

fIl = (2x — y +4) X8’
fs, = (—36xy? +18y° — 36y% — 1)’

fr, = (18xy* —9y° — 2xy + 2y2) X6’

«O0>» «Fr» « =>»



@ Nyni body A a B postupné dosadte do druhych derivaci,
napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a spoctéte

Vv,

determinanty Dy a D». Je to zde na rozdil od predchozich

«O0>» «Fr» « =>»



Vv,

@ Nyni body A a B postupné dosadte do druhych derivaci,
napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a spoctéte

determinanty Dy a D». Je to zde na rozdil od predchozich
extrém.

o Zjistite, Ze pro Aje D, < 0.V bodé A tedy neni lokalni

«O0>» «Fr» « =>»




@ Nyni body A a B postupné dosadte do druhych derivaci,
napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a spoctéte
determinanty Dy a D». Je to zde na rozdil od predchozich

o Zjistite, Ze pro Aje D, < 0.V bodé A tedy neni lokalni
extrém.

_17 _17
@ Hessova matice pro bod B je <2e11?7 —eTTE ) a

—e 18 25e 1

determinanty Dy = 2e‘%, D> = 242 e

<

ool
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@ Nyni body A a B postupné dosadte do druhych derivaci,
napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a spoctéte
determinanty Dy a D». Je to zde na rozdil od predchozich

Vv,

o Zjistite, Ze pro Aje D, < 0.V bodé A tedy neni lokalni

extrém.
@ Hessova matice pro bod B je <2e R 17) a
—e 18 25e 18
17

determinanty Dy = 2e‘%, Dy, =242 9.
o Protoze je Dy > 0, D> > 0, je v bodé A lokalni minimum.

«40)>» «F>r «=)r « > = Q>




@ Nyni body A a B postupné dosadte do druhych derivaci,
napiste si pro kazdy z nich Hessovu matici a spoctéte
determinanty Dy a D». Je to zde na rozdil od predchozich

Vv,

o Zjistite, Ze pro Aje D, < 0.V bodé A tedy neni lokalni

extrém.
@ Hessova matice pro bod B je <2e R 17) a
—e 18 25e 18
17

determinanty Dy = 2e‘%, Dy, =242 9.
o Protoze je Dy > 0, D> > 0, je v bodé A lokalni minimum.

@ Spoctéte také funkéni hodnotu v bodé tohoto minima:
f(A) = —2e 1.

«40)>» «F>r «=)r « > = Q>




@ Zavér: funkce

f(x,y) = (2x — y) e

ma jediny lokalni extrém; lokalni minimum v bodé

11 1

A - [_Ea 6:| )
kde .
f(A) = —2e 1.

«O0>» «Fr» « =>»




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 5x2 — V2xy + 5x + % In (x3y)




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 5x% — V2xy + 5x +

2 3
16 In (x°y)
@ Spocitejte si sami parcialni derivace!

«O0>» «Fr» « =>»




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 5x2 — V2xy + 5x + % In (x3y)

@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
°

15 5
fr=10x —V2y +5+ —— f}',=—\/§X+W

16x




o Najdéte lokalni extrémy funkce:

f(x,y) = 5x% — V2xy + 5x +

2 3
16 In (x°y)
@ Spocitejte si sami parcialni derivace!
°

15 5
’ . 1o r_ 9
fl =10x \/§y+5+16x f, \/§x+16

y
@ Parcialni derivace polozte rovny nule a vzniklou soustavu

feste. Tim najdete stacionarni body funkce.

«O0>» «Fr» « =>»




@ Z druhé rovnice mlzete vyjadrit y

5
Y= Tevax
To dosadite do prvni rovnice.

«O0>» «Fr» « =>»




@ Zdruhé rovnice mizete vyjadfit y:

5
Y= Tevax
To dosadite do prvni rovnice.

@ Druha rovnice po dosazeni vychazi

10x+5+i

8x’
jeden (dvojnasobny) koren.

coz snadno upravite na kvadratickou rovnici a najdete jeji

«O0>» «Fr» « =>»




@ Zdruhé rovnice mizete vyjadfit y:

5
Y= Tevax
To dosadite do prvni rovnice.

@ Druha rovnice po dosazeni vychazi

10x+5+i

8x’
jeden (dvojnasobny) koren.

o Poté jesté dopoctete y.

coz snadno upravite na kvadratickou rovnici a najdete jeji

«O0>» «Fr» « =>»




@ Nasli jsme jediny stacionarni bod:

]




@ Nasli jsme jediny stacionarni bod:

]




@ Nasli jsme jediny stacionarni bod:

A:[1 5}.

_Z’_m

@ A nyni — opét sami — si spoctéte druhé parcialni derivace!

«O0>» «Fr» « =>»



@ Nasli jsme jediny stacionarni bod:

A:[1 5}.

W

@ A nyni — opét sami — si spoctéte druhé parcialni derivace!

° 15 5
=10 qge W= V2 G-y

«O0>» «Fr» « =>»




@ Nyni spoc¢teny bod A dosadte do druhych derivaci, napiste

Hessovu matici a spoctéte determinanty D; a Do.

«O0>» «Fr» « =>»




@ Nyni spoc¢teny bod A dosadte do druhych derivaci, napiste

Hessovu matici a spoctéte determinanty D; a Do.
@ Hessova matice pro bod A je

(2%7%)

5
Determinant Dy = —5 a determinant D, = 0.

«O0>» «Fr» « =>»



@ Nyni spoc¢teny bod A dosadte do druhych derivaci, napiste

Hessovu matici a spoctéte determinanty D; a Do.
@ Hessova matice pro bod A je

(2%7%)

5
Determinant Dy = —5 a determinant D, = 0.

«O0>» «Fr» « =>»



@ Nyni spoc¢teny bod A dosadte do druhych derivaci, napiste
Hessovu matici a spoctéte determinanty D; a Do.

@ Hessova matice pro bod A je

(V7%)
V2 -2
Determinant Dy = —5 a determinant D, = 0.

@ Protoze je Dy < 0, mohlo by byt v A lokalni maximum.

Protoze ale je D> = 0, pro rozhodnuti o0 maximu Dy a Dy
nepostacuiji.

«40)>» «F>r «=)r « > = Q>




o Mame ale D, = 0, f;;,(A) = —% < 0. To znamena negativni
semidefinitnost druhého diferencialu.

«0O)» «F»
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o Mame ale D, = 0, f;;,(A) = —% < 0. To znamena negativni
semidefinitnost druhého diferencialu.

@ Podivame-li se na druhy diferencial v A,

2
—5dx® — 2v2dxdy — gc|y2
vidime, Ze skute&né pro vektor (dx, dy) = (v/2, —5)
vychazi nulovy.

«O0>» «Fr» « =>»




@ Je to uz nepovinné, ale ti z vas, ktefi jste zvédavi, jak to
dopadne, jesté chvili pokracujte. Budete si muset spocitat
treti parcialni derivace.

«O0>» «Fr» « =>»



Q

@ Je to uz nepovinné, ale ti z vas, ktefi jste zvédavi, jak to

dopadne, jesté chvili pokracujte. Budete si muset spocitat
treti parcialni derivace.

f/// 1 5

XXX — gy3

1
foy =0

1"

5
= 0 o

wy = 8y8

«O0>» «Fr» « =>»




Q

@ Je to uz nepovinné, ale ti z vas, ktefi jste zvédavi, jak to
dopadne, jesté chvili pokracujte. Budete si muset spocitat
treti parcialni derivace.

f)/(ZX 8 X3 f)I(Zy )/(Sﬁy f},/;y 8 3
f)/(géx(' \) =-120 f}//;y(' \) -

25
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@ Je to uz nepovinné, ale ti z vas, ktefi jste zvédavi, jak to

dopadne, jesté chvili pokracujte. Budete si muset spocitat
treti parcialni derivace.

Q

) "o o 5
XXX T g x3 XXy — Xyy — wy g y3

f/// 1 5

16v2
f)/(ZX(A) =-120 f}//;y(A) = T o5
o Zjistujeme, Ze tfeti diferencial je nenulovy i pro podeziely
vektor (dx,dy) = (v2,—5). A protoZe je nasoben <, které
muZze byt jak kladné, tak zaporné, neni v A lokalni extrém.

«40)>» «F>r «=)r « >




o Zavér: funkce

5x2 — V2xy + 5x + % In (x3y)
ma stacionarni bod

]

AN

ve kterém by mohlo byt lokalni maximum, ale dle
Sylvesterova kritéria jsme o ném nerozhodli.

«O0>» «Fr» « =>»



o Zavér: funkce

5x2 — V2xy + 5x + % In (x3y)
ma stacionarni bod

]

N

ve kterém by mohlo byt lokalni maximum, ale dle
Sylvesterova kritéria jsme o ném nerozhodli.

@ *Neni tam. ;-)

«O0>» «Fr» « =>»




Priklad 1: f(x, y) = 2x° y +5x — %

Priklad 2: f(x, y) = 3x% — 18x + ayrgtan (ny )
Pfiklad 3: f(x, y) = (2x — y) X~

Pfiklad 4: f(x, y) = 5x2 — v/2xy + 5x + 5 In (x3y)

NP
Dieterici, Hesse a Sylvester.

[m] = = =

1PN G4
Lokalni extrémy funkci dvou proménnych Text pro Matematiku 2
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