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Názorně

Graf funkce z = f (x , y) je plocha, vazbu g(x , y) = 0
představuje křivka v rovině z = 0, na obrázku černá. Najı́t
vázané extrémy znamená najı́t lokálnı́ extrémy nad touto
křivkou, tzn. lokálně nejnižšı́ a nejvyššı́ body oranžové křivky.
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Definice

Pro funkci f : R2 → R hledáme jejı́ (ostrá) lokálnı́ minima a
maxima na množině M ⊂ R2 určené rovnicı́

g(x , y) = 0.

Pokud tato minima či maxima existujı́, nazveme každé z
nich (ostré) vázané (lokálnı́) minimum, resp. (ostré) vázané
(lokálnı́) maximum.
Rovnici g(x , y) = 0 nazýváme vazebná podmı́nka nebo
krátce vazba.
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Metoda Lagrangeových multiplikátorů
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Přı́klady

Definice
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krátce vazba.
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Metoda Lagrangeových multiplikátorů

(Joseph-Louis Lagrange 1736-1813)
Sestrojı́me Lagrangeovu funkci

L(x , y , λ) = f (x , y) + λg(x , y).

(λ je tzv. Lagrangeův multiplikátor)
Označme

A = [x0, y0, λ0]

stacionárnı́ bod L.
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Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Dále vezměme

L̃λ0(x , y) = L(x , y , λ0).

Má-li funkce L̃λ0 lokálnı́ extrém v bodě Ã = [x0, y0], pak má
funkce f v témže bodě vázaný (lokálnı́) extrém stejného typu.
(Zde si uvědomme: jde o implikaci, nikoliv ekvivalenci!)
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Doplněnı́ k metodě Lagrangeových multiplikátorů *

Nelze-li udělat závěr z d2L̃λ0 , postupujeme tak, že
zdiferencujeme vazbu:
Z rovnice g = 0 pak máme

g′x d x + g′y d y = 0,

z čehož vyjádřı́me d y v závislosti na d x (nebo naopak)
a dosadı́me do d2L̃λ0 . Z definitnosti takto zı́skané kvadratické
formy v bodě Ã pak plyne existence vázaného extrému v Ã.
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Přı́klady

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky

Z vazby lze někdy snadno vyjádřit x nebo y . Když dosadı́me do
funkce f , zı́skáme funkci jediné proměnné a pro tu můžeme
najı́t lokálnı́ extrémy.
Přı́padně můžeme z vazby vyjádřit i jinou funkci proměnných x ,
y tak, že dosazenı́m do funkce f zı́skáme funkci jediné
proměnné.
Je třeba si uvědomit, že převedenı́m úlohy na hledánı́ extrémů
funkce jedné proměnné obecně můžeme ztrácet stacionárnı́
body.
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Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
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Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky

Zkusı́me-li napřı́klad touto metodou najı́t vázané extrémy
funkce f = ex2+y2

+5x + 5 pro vazbu x2 + y2 = 1 (kružnice) tak,
že z vazby vyjádřı́me x2 + y2 a dosadı́me do f , obdržı́me funkci
ϕ proměnné x jako ϕ(x) = 5x + e+5, což je přı́mka s kladnou
směrnicı́, která lokálnı́ extrémy nemá. Přitom vázané extrémy
zřejmě dle obrázku existujı́!
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Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky

Dokonce nenı́ těžké si i bez výpočtu rozmyslet, jak to v přı́kladu
s vázanými extrémy je: vázané minimum je v bodě [−1,0] a
vázané maximum v bodě [1,0]. Nenašli jsme je, protože se na
graf funkce dı́váme kolmo ze směru osy y a oranžová křivka se
pak jevı́ skutečně jako část přı́mky.
Přesto se metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky často
použı́vá. Je jednoduchá a ke ”ztrátě“ bodů nedocházı́ u všech
křivek. Pokud uvažujeme jinou vazbu, napřı́klad x = y2 − 1

2
(parabola), dosazenı́m x obdržı́me funkci ϕ proměnné y jako

ϕ(y) = e(y2− 1
2)

2
+y2

+5
(
y2 − 1

2

)
+ 5, tato funkce má minimum

pro y = 0 (Spočteme ϕ′(0) = 0, ϕ′′(0) = 10.) Vázané minimum
je tedy v bodě A =

[
−1

2 ,0
]
.
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Globálnı́ extrémy

Funkce f : R2 → R má v bodě A (ostré) globálnı́ minimum,
jestliže ∀X ∈ D(f ), (X 6= A) platı́

f (X )− f (A) > 0.

Na vnitřku D(f ) hledáme lokálnı́ extrémy.
Na hranici D(f ) hledáme vázané extrémy.
Ze všech minim (lokálnı́ch i vázaných) vybereme to, jehož
funkčnı́ hodnota je nejmenšı́.
Analogicky: (ostré) globálnı́ maximum.
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Přı́klad 1

Najděte vázané extrémy funkce

f (x , y) = 27x3y2 − arctan x

pro vazebnou podmı́nku

9x2 +
x
y
= 0

Vazba je zde křivka složená z přı́mky (kromě bodu [0,0]) a
hyperboly, to si uvědomı́te vytknutı́m x ; funkce
g(x , y) = 9x2 + x

y . Vytvořte Lagrangeovu funkci L.

Miroslav Kureš Vázané a globálnı́ extrémy funkcı́ dvou proměnných Text pro Matematiku 2 na FCH VUT v Brně
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Vazba:

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

L = 27x3y2 − arctan x + λ

(
9x2 +

x
y

)

Funkci L parciálně zderivujte podle x , y a λ, parciálnı́
derivace položte rovny nule a vzniklou soustavu řešte. Tı́m
najdete stacionárnı́ body funkce L.
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Přı́klad 1

Vazba:

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

L = 27x3y2 − arctan x + λ

(
9x2 +

x
y

)
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Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
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L′x = 81x2y2 + 18xλ+
λ

y
− 1

1 + x2

L′y = 54x3y − xλ
y2

L′λ = 9x2 +
x
y

Derivace položte rovny 0. Je výhodné vytknout v třetı́
rovnici x . To vede na dvě varianty řešenı́: ve variantě (a) je
x = 0 a ve variantě (b) je x = − 1

9y .
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Přı́klad 1

Varianta (a): Dosazenı́ do druhé rovnice nepřinášı́ nic,
dosazenı́ do prvnı́ rovnice dává

λ

y
− 1 = 0.

Máme proto celou množinu (přı́mku s vyjmutým bodem)
stacionárnı́ch bodů:

At = {[0, t , t ] , t ∈ R, t 6= 0}
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dosazenı́ do prvnı́ rovnice dává
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Ve variantě (b): Dosazenı́ do prvnı́ a druhé rovnice dá po
úpravách:

y − λ− 81y2λ

y + 81y3 = 0

−2y + 3λ
27y3 = 0

Nynı́ ovšem z druhé rovnice snadno spočtete λ:

λ =
2y
3
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λ =
2y
3
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Přı́klady
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Přı́klad 1

Dosad’te znovu do prvnı́ rovnice. Upravujte (stačı́ čitatele,
zde můžete dělit y , protože y nemůže být nula). Dostanete
rovnici

162y2 = 1.

Odtud

y =

√
2

18
nebo y = −

√
2

18
.
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Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
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Přı́klad 1

Dopočtete x a λ.
Dalšı́ stacionárnı́ body tedy jsou

B =

[
−
√

2,
√

2
18

,

√
2

27

]
, C =

[
√

2,−
√

2
18

,−
√

2
27

]
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Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 1

Pro vyšetřovánı́ typu extrému začněte s bodem B.

Dosadı́te-li do L za λ hodnotu
√

2
27 , dostanete

L̃√2
27

= 27x3y2 − arctan x +

√
2

27

(
9x2 +

x
y

)

Dále si spočtěte druhé parciálnı́ derivace této funkce.
K tomu můžete využı́t už spočtené prvnı́ derivace funkce
L, ovšem s dosazeným λ.
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Přı́klady
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L̃√2
27

′′

xx
= 162xy2 +

2
√

2
3

+
2x

(1 + x2)2

L̃√2
27

′′

xy
= 162x2y −

√
2

27y2

L̃√2
27

′′

yy
= 54x3 +

2
√

2x
27y3

Dosad’te nynı́ bod B̃ =
[
−
√

2,
√

2
18

]
(projekci bodu

B =
[
−
√

2,
√

2
18 ,

√
2

27

]
).
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Metoda Lagrangeových multiplikátorů
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Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy
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Po úpravách máte

L̃√2
27

′′

xx

(
B̃
)

= −5
√

2
9

L̃√2
27

′′

xy

(
B̃
)

= 12
√

2

L̃√2
27

′′

yy

(
B̃
)

= −324
√

2

Hessova matice pro funkci L̃√2
27

je
(
− 5
√

2
9 12

√
2

12
√

2 −324
√

2

)
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
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Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 1

Determinanty

D1 = −5
√

2
9

D2 = 72

znamenajı́, že funkce L̃√2
27

má v bodě B̃ lokálnı́ maximum.

Proto má funkce f v bodě B̃ vázané maximum. Funkčnı́
hodnota v něm je −

√
2

3 + arctan
√

2.
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Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
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Proto má funkce f v bodě B̃ vázané maximum. Funkčnı́
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Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
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Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 1

Zcela analogicky zjistı́te, že f má v bodě C̃ =
[√

2,−
√

2
18

]

vázané minimum. Funkčnı́ hodnota v něm je√
2

3 − arctan
√

2.
Nakonec se podı́vejte na množinu bodů At . Postupujte
stejně, za λ dosad’te t .
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů
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Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 1

Dostanete

L̃t = 27x3y2 − arctan x + t
(

9x2 +
x
y

)

a zase si spočtěte druhé parciálnı́ derivace této funkce.
Ty vycházejı́

L̃t
′′
xx = 162xy2 + 18t +

2x
(1 + x2)2

L̃t
′′
xy = 162x2y − t

y2

L̃t
′′
yy = 54x3 +

2tx
y3
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů
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Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 1

Dosad’te nynı́ bod Ãt = [0, t ] (projekci bodu At = [0, t , t ]).
Po úpravách máte

L̃t
′′
xx

(
Ãt

)
= 18t

L̃t
′′
xy

(
Ãt

)
= −1

t
L̃t
′′
yy

(
Ãt

)
= 0

Hessova matice pro funkci L̃t je
(

18t − 1
t

− 1
t 0

)
.
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Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
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L̃t
′′
xx

(
Ãt
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 1

Pak je ale D2 = − 1
t2 , a tedy záporné pro každou hodnotu t .

To ovšem znamená, že funkce L̃t nemá v žádném bodě Ãt
lokálnı́ extrém.
Z toho ale neplyne neexistence lokálnı́ch extrémů f v
bodech Ãt .
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Metoda Lagrangeových multiplikátorů
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 1

Přitom je situace na přı́mce x = 0 jednoduchá, až triviálnı́.
Jednak je jasné, že ostrý vázaný extrém celá přı́mka
představovat nemůže.
Použijeme-li metodu dosazenı́ pro přı́mku x = 0,
dostaneme konstantnı́ (nulovou) funkci, která nemá ostrý
extrém v žádném bodě.
A konečně, na okolı́ každého bodu přı́mky x = 0 ve směru
kladného násobku vektoru (1,0) je hodnota f kladná a ve
směru záporného násobku vektoru (1,0) je hodnota f
záporná. Nejde tedy ani o extrém neostrý.
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Globálnı́ extrémy
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Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
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Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
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Závěr: funkce

f (x , y) = 27x3y2 − arctan x

má pro vazebnou podmı́nku

9x2 +
x
y
= 0

dva vázané extrémy; vázané maximum v bodě

B̃ =

[
−
√

2,
√

2
18

]

kde

f (B̃) = −
√

2
3

+ arctan
√

2
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a vázané minimum v bodě

C̃ =

[
√

2,−
√

2
18

]

kde

f (C̃) =

√
2

3
− arctan

√
2.
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Přı́klad 2

Označme v0x > 0 a v0y > 0 horizontálnı́ a vertikálnı́ složku
počátečnı́ rychlosti střely a E0 > 0 počátečnı́ kinetickou
energii. Máme tedy

E0 =
1
2

m
(

v2
0x + v2

0y

)

Celkový čas letu střely je roven

T =
2v0y

g

(horizontálnı́ složka okamžité rychlosti je nulová v polovině
celkového času).
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Přı́klad 2

Dolet R je funkcı́ v0x a v0y , konkrétně

R = v0xT =
2v0xv0y

g
.

Chceme zjistit, kdy je R maximálnı́.
Hledáme vázané maximum funkce

R(v0x , v0y ) =
2v0xv0y

g

při vazebné podmı́nce

1
2

m
(

v2
0x + v2

0x

)
− E0 = 0.
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Přı́klad 2

Lagrangeova funkce L zde má tvar

L(v0x , v0y , λ) =
2v0xv0y

g
+ λ

(
1
2

m
(

v2
0x + v2

0x

)
− E0

)
.

Zderivujte ji podle všech třı́ proměnných a vytvořte tak
nelineárnı́ soustavu rovnic pro nalezenı́ stacionárnı́ch
bodů L.
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Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
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Metoda Lagrangeových multiplikátorů
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Máme

2v0y

g
+ λmv0x = 0

2v0x

g
+ λmv0y = 0

1
2

m
(

v2
0x + v2

0x

)
− E0 = 0.

Nynı́ prvnı́ rovnici vynásobte v0x , druhou rovnici vynásobte
v0y a odečtěte je.
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Nynı́ prvnı́ rovnici vynásobte v0x , druhou rovnici vynásobte
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Přı́klad 2

V zı́skané rovnici λm
(

v2
0x − v2

0y

)
= 0 lze dělit m

(hmotnost) i λ (nulové λ by narušilo podmı́nky v0x > 0,
v0y > 0. Máte tedy

v2
0x − v2

0y = 0.

Dosad’te do druhé rovnice a vyjádřete v0x , v0y .

v0x =

√
E0

m
, v0y =

√
E0

m
.
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v0y > 0. Máte tedy

v2
0x − v2

0y = 0.
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Globálnı́ extrémy
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Přı́klad 2

Protože nám horizontálnı́ i vertikálnı́ složka počátečnı́
rychlosti vyšly stejné, znamená to maximálnı́ dolet pro úhel
π
4 .
Nenı́ nutno zde vyšetřovat druhý diferenciál, že jde o
maximum, plyne z fyzikálnı́ho významu úlohy.
Dopočtete-li R, dostanete

R =
2E0

mg
.
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Globálnı́ extrémy
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Závěr: střela má maximálnı́ dolet

R =
2E0

mg

pro vazebnou podmı́nku

v0x =

√
E0

m
, v0y =

√
E0

m

, tzn. pro výstřel v úhlu
π

4
.
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 3 *

Najděte vázané extrémy funkce f (x , y) = xy za podmı́nky
x2 + y2 = 1. (Zde nebudeme uvádět detailně celý postup.
Jde nám jen o řešenı́ situace, kdy metoda Lagrangeových
multiplikátorů nedá konečný výsledek.)
Sestavte Lagrangeovu funkci L = xy + λ(x2 + y2 − 1), jejı́ž
a obvyklým postupem spočtěte jejı́ 4 stacionárnı́ body
A =

[
1√
2
, 1√

2
,−1

2

]
, B =

[
− 1√

2
,− 1√

2
,−1

2

]
,

C =
[

1√
2
,− 1√

2
, 1

2

]
a D =

[
− 1√

2
, 1√

2
, 1

2

]
.
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Přı́klady
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Jde nám jen o řešenı́ situace, kdy metoda Lagrangeových
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2
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2
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− 1√

2
,− 1√

2
,−1

2
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C =
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1√
2
,− 1√

2
, 1
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2
, 1√

2
, 1

2
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 3 *

Determinanty Hessovy matice funkce L̃− 1
2

v bodě

Ã =
[

1√
2
, 1√

2

]
vycházejı́ D1 = −1 a D2 = 0, druhý

diferenciál je negativně semidefinitnı́ a o vázaném extrému
v Ã nerozhodneme. Zdiferencovaná vazba je

2xdx + 2ydy = 0

a tedy
dy = −x

y
dx .
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
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Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 3 *

Po dosazenı́ do d2L̃− 1
2

dostanete

d2L̃− 1
2
= −dx2 + 2dxdy − dy2 =

−dx2 + 2dx
−x
y

dx −
(−x

y

)2

dx2 =

−
(

1 +
2x
y

+
x2

y2

)
dx2.

Po dosazenı́ bodu Ã zı́skáme kvadratickou formu −4dx2,
která je negativně definitnı́ a funkce f má proto v bodě
Ã vázané maximum.
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 3 *

Závěr: zdiferencovánı́m vazby jsme zjistili vázané maximum
v Ã, kde Lagrangeova metoda nedala konečnou odpověd’.
Obdobně můžeme postupovat pro B̃, C̃ a D̃.
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 4

Do elipsy vepište rovnoramenný trojúhelnı́k se základnou
rovnoběžnou s jednou z os elipsy tak, aby obsah
trojúhelnı́ku byl maximálnı́.

Vázané extrémy 4

L̃ 3
2
= lagrange/.{stac[[1]][[4]]}L̃ 3

2
= lagrange/.{stac[[1]][[4]]}L̃ 3

2
= lagrange/.{stac[[1]][[4]]}

x− 2y + 2z + 3
2

(
−1 + x2 + y2 + z2

)

HessovaM
[
L̃ 3

2
, {x, y, z}

]
/.{stac[[1]][[1]], stac[[1]][[2]], stac[[1]][[3]]}HessovaM

[
L̃ 3

2
, {x, y, z}

]
/.{stac[[1]][[1]], stac[[1]][[2]], stac[[1]][[3]]}HessovaM

[
L̃ 3

2
, {x, y, z}

]
/.{stac[[1]][[1]], stac[[1]][[2]], stac[[1]][[3]]}

{{3, 0, 0}, {0, 3, 0}, {0, 0, 3}}

SylvestrovoKriterium[%]SylvestrovoKriterium[%]SylvestrovoKriterium[%]

pd

L̃−3
2

= lagrange/.{stac[[2]][[4]]}L̃−3
2

= lagrange/.{stac[[2]][[4]]}L̃−3
2

= lagrange/.{stac[[2]][[4]]}

HessovaM
[
L̃−3

2
, {x, y, z}

]
/.{stac[[2]][[1]], stac[[2]][[2]], stac[[2]][[3]]}HessovaM

[
L̃−3

2
, {x, y, z}

]
/.{stac[[2]][[1]], stac[[2]][[2]], stac[[2]][[3]]}HessovaM

[
L̃−3

2
, {x, y, z}

]
/.{stac[[2]][[1]], stac[[2]][[2]], stac[[2]][[3]]}

{{−3, 0, 0}, {0,−3, 0}, {0, 0,−3}}

SylvestrovoKriterium[%]SylvestrovoKriterium[%]SylvestrovoKriterium[%]

nd

Vid́ıme tedy, že funkce f(x, y, z) = x − 2y + 2z má v bodě A = [−1
3 ,

2
3 ,−2

3 ] vázané minimum a v
bodě B = [13 ,−2

3 ,
2
3 ] vázané maximum.

9. Př́ıklad

Do elipsy vepǐstě rovnoramenný trojúhelńık se základnou rovnoběžnou s jednou z os elipsy tak, aby
obsah trojúhelńıku byl maximálńı.

x

y

[x, y]

Pro obsah trojúhleńıka plat́ı

P (x, y) =
2x(y + b)

2
= x(y + b)

za podmı́nky
x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0.

Hledáme tedy vázané extrémy pomoćı Langrangeovy funkce

L(x, y, λ) = x(y + b) + λ

(
x2

a2
+
y2

b2
− 1

)
.

Parciálńı derivace jsou

L′x = y + b+
2λx

a2
= 0 ⇒ a2 (y + b) + 2λx = 0 (1)

L′y = x+
2λy

b2
= 0 ⇒ b2x+ 2λy = 0 (2)

L′λ =
x2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0 (3)

y (1) : a2y2 + a2by = b2x2

x2

b2
(3) : x2b2 + y2a2 − a2b2 = 0



 a2y2 + a2by = a2b2 − y2a2 ⇒ 2y2 + by − b2 = 0.

MA2 FSI VUT v Brně, 2. prosince 2011
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 4

Pro obsah trojúhelnı́ka platı́

P(x , y) =
2x(y + b)

2
= x(y + b)

za podmı́nky
x2

a2 +
y2

b2 − 1 = 0.

Hledáme tedy vázané extrémy pomocı́ Langrangeovy
funkce

L(x , y , λ) = x(y + b) + λ

(
x2

a2 +
y2

b2 − 1
)
.
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Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 4

Pro obsah trojúhelnı́ka platı́

P(x , y) =
2x(y + b)

2
= x(y + b)

za podmı́nky
x2

a2 +
y2

b2 − 1 = 0.

Hledáme tedy vázané extrémy pomocı́ Langrangeovy
funkce

L(x , y , λ) = x(y + b) + λ

(
x2

a2 +
y2

b2 − 1
)
.
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 4

Spočtete parciálnı́ derivace a upravujete nelineárnı́
soustavu:

L′x = y + b +
2λx
a2 = 0 ⇒ a2 (y + b) + 2λx = 0

L′y = x +
2λy
b2 = 0 ⇒ b2x + 2λy = 0

L′λ =
x2

a2 +
y2

b2 − 1 = 0

a2y2 + a2by = b2x2

x2b2 + y2a2 − a2b2 = 0

}
a2y2+a2by =a2b2−y2a2 ⇒ 2y2+by−b2=0.
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 4

Soustava rovnic vede na kvadratickou rovnici, z nı́ž zı́skáte
dvě řešenı́:

y1,2 =
−b ± 3b

4
=

{
y1 = b

2 ,

y2 = −b.

Nynı́ již snadno rozhodnete o extrémech – v přı́padě y -ové
souřadnice −b má trojúhelnı́k nulovou výšku, tedy i nulový
obsah, jedná se o vázané minimum. Naopak v přı́padě
y -ové souřadnice b

2 má trojúhelnı́k maximálnı́ obsah.
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 4

Závěr: rovnoramenný trojúhelnı́k se základnou rovnoběžnou
s jednou z os elipsy vepı́šeme do elipsy tak, aby základna
protı́nala poloosu elipsy v jejı́ polovině: pak je obsah
trojúhelnı́ku maximálnı́.
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů
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Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 5

Najděte globálnı́ extrémy funkce
f (x , y) = sin x + sin y + sin (x + y), jejı́mž definičnı́m oborem je
čtverec 0 ≤ x ≤ π

2 ,0 ≤ y ≤ π
2 .
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů
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Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 5

Napřed najděte lokálnı́ extrémy.

f ′x = cos x + cos (x + y)
f ′y = cos y + cos (x + y)

cos x = cos y ⇒ x = y
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Přı́klady
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Přı́klad 5

cos x + cos 2x = 0
cos x + cos2 x − sin2 x = 0

cos x + cos2 x −
(

1− cos2 x
)

= 0

2 cos2 x + cos x − 1 = 0

cos x =
−1± 3

4
=

{
1
2

−1 6∈ D(f )

x =
π

3
⇒ stacionárnı́ bod A =

[π
3
,
π

3

]
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Co to jsou vázané extrémy?
Metoda Lagrangeových multiplikátorů

Metoda dosazenı́ z vazebné podmı́nky
Globálnı́ extrémy

Přı́klady

Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
Přı́klad 2: Maximálnı́ dráha střely
Přı́klad 3: Zdiferencovaná vazba
Přı́klad 4: Trojúhelnı́k vepsaný do elipsy
Přı́klad 5: Globálnı́ extrémy

Přı́klad 5

f ′′xx = − sin x − sin (x + y) , f ′′xx(A) = −
√

3

f ′′xy = − sin (x + y) , f ′′xy (A) = −
√

3
2

f ′′yy = − sin y − sin (x + y) , f ′′yy (A) = −
√

3

H =

(
−
√

3 −
√

3
2

−
√

3
2

√
3

)
D1 = −

√
3 < 0 D2 =

9
4
> 0

V bodě A je lokálnı́ maximum, f (A) = 3
√

3
2 .
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Přı́klad 5

Nynı́ hledejte vázané extrémy, zvlášt’ pro každou část
hranice, tedy pro každou stranu čtverce.
x = 0 y ∈ 〈0, π2 〉
f̃ (y) = 2 sin y
Vázané minimum v bodě B = [0,0] , f (B) = 0
Vázané maximum v bodě C =

[
0, π2

]
, f (C) = 2

y = 0 x ∈ 〈0, π2 〉
Vázané minimum v bodě B = [0,0] , f (B) = 0
Vázané maximum v bodě D =

[
0, π2

]
, f (D) = 2
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Globálnı́ extrémy
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Přı́klad 5

x = π
2 y ∈ 〈0, π2 〉

f̃ (y) = 1 + sin y + sin
(
π
2 + y

)
= 1 + sin y + cos y

f̃ ′ = cos y − sin y = 0 y = π
4

f̃ ′′ = − sin y − cos y f̃ ′′
(
π
4

)
= −
√

2
Vázané maximum v bodě E =

[
π
2 ,

π
4

]
, f (E) = 1 +

√
2

y = π
2 x ∈ 〈0, π2 〉

Vázané maximum v bodě F =
[
π
4 ,

π
2

]
, f (F ) = 1 +

√
2
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Globálnı́ extrémy
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Přı́klad 1: f (x, y) = 27x3y2 − arctan x
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Přı́klad 5

Závěr: Globálnı́ minimum je v bodě

B = [0,0] f (B) = 0

a globálnı́ maximum v bodě

A =
[π

3
,
π

3

]
f (A) =

3
√

3
2

,

což jsme zjistili porovnánı́m funkčnı́ch hodnot všech lokálnı́ch a
vázaných minim a lokálnı́ch a vázaných maxim.
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Lagrange
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