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Graf funkce z = f(x, y) je plocha, vazbu g(x,y) =0
predstavuje kfivka v roviné z = 0, na obrazku Cerna. Najit
vazané extrémy znamena najit lokalni extrémy nad touto




o Pro funkci f: R? — R hledame jeji (ostra) lokalni minima a
maxima na mnoziné M C R? uréené rovnici

g(x,y)=0.
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Definice

o Pro funkci f: R? — R hledame jeji (ostra) lokalni minima a
maxima na mnoziné M C R? uréené rovnici

g(x,y) =0.

o Pokud tato minima ¢i maxima existuji, nazveme kazdé z
nich (ostré) vazane (lokalni) minimum, resp. (ostré) vazané
(lokalni) maximum.
kratce vazba.

Rovnici g(x, y) = 0 nazyvame vazebna podminka nebo
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(Joseph-Louis Lagrange 1736-1813)
Sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x,y,A) = f(x,y) + Ag(x,y).

(X je tzv. Lagrangetv multiplikator)
Oznacme
A = [0, Y0, o]

stacionarni bod L.




Metoda La

Dale vezméme

Zko(xay) = L(vaa )\0)

Mé-li funkce Ly, lokalni extrém v bodé A = [xo, yo], pak ma
funkce f v témze bodé vazany (lokalni) extrém stejného typu.
(Zde si uvédomme: jde o implikaci, nikoliv ekvivalenci!)
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Doplnéni k metode

Nelze-li udélat zavér z dzlko, postupujeme tak, ze
zdiferencujeme vazbu:
Z rovnice g = 0 pak mame

gxdx+g,dy =0,

z Cehoz vyjadfime d y v zavislosti na d x (nebo naopak)
a dosadime do dzLAO. Z definitnosti takto ziskané kvadratické
formy v bodé A pak plyne existence vazaného extrému v A.
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Co to jsou vazané extrémy?

Metoda Lagrangeovych multiplikatort
Metoda dosazeni z vazebné podminky
Globalni extrémy

Ptiklady

Metoda dosazeni z vazebné podminky

Z vazby Ize nékdy snadno vyjadrit x nebo y. Kdyz dosadime do
funkce f, ziskame funkci jediné proménné a pro tu mizeme
najit lokalni extrémy.

Pfipadné mazeme z vazby vyjadfrit i jinou funkci proménnych x,
y tak, ze dosazenim do funkce f ziskame funkci jediné
promenné.

Je tfeba si uvédomit, Ze prevedenim ulohy na hledani extrému
funkce jedné proménné obecné mizeme ztracet stacionarni
body.
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Zkusime-li nazpFikIad touto metodou najit vazané extrémy
funkce f = e“+¥* +5x +5 pro vazbu x2 + y? = 1 (kruznice) tak,
e z vazby vyjadfime x? + y? a dosadime do f, obdrzime funkci
© proménné x jako ¢(x) = 5x + e +5, coz je pfimka s kladnou

smeérnici, ktera lokalni extrémy nema. Pfitom vazané extremy
ziejmé dle obrazku existuji!
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Co to jsou vazané extrémy?

Metoda Lagrangeovych multiplikatort
Metoda dosazeni z vazebné podminky
Globalni extrémy

Ptiklady

Metoda dosazeni z vazebné podminky

Dokonce neni tézké si i bez vypocétu rozmyslet, jak to v prikladu
S vazanymi extrémy je: vazané minimum je v bodé [—-1,0] a
vazané maximum v bodeé [1,0]. Nenasli jsme je, protoze se na
graf funkce divame kolmo ze sméru osy y a oranzova kfivka se
pak jevi skutecné jako Cast primky.

Presto se metoda dosazeni z vazebné podminky Casto
pouziva. Je jednoducha a ke ,ztraté“ bodd nedochazi u vSech
kfivek. Pokud uvazujeme jinou vazbu, naptiklad x = y? — %
(parabola), dosazenim x obdrzime funkci ¢ proménné y jako

oy) = =14 15 (42 — 1) 1 5, tato funkce ma minimum
pro y = 0 (Spocteme ¢'(0) = 0, ¢"(0) = 10.) Vazané minimum
je tedy v bodé A= [-},0].
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Globalni extr

Funkce f: R? — R ma v bodé A (ostré) globalni minimum,
jestlize VX € D(f), (X # A) plati

f(X) — f(A) > 0.

Na vnittku D(f) hledame lok&lni extrémy.

Na hranici D(f) hledame vazané extrémy.

Ze vSech minim (lokalnich i vazanych) vybereme to, jehoz
funkéni hodnota je nejmensi.

Analogicky: (ostré) globalni maximum.
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o Najdéte vazané extrémy funkce

f(x,y) = 27x3y? — arctan x
pro vazebnou podminku

92+ 2 =0
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o Najdéte vazané extrémy funkce

f(x,y) = 27x3y? — arctan x
pro vazebnou podminku

ax®+ X =0
y

@ Vazba je zde kfivka slozena z pfimky (kromé bodu [0, 0]) a
hyperboly, to si uvédomite vytknutim x; funkce
g(x,y) = 9x* + . Vytvofte Lagrangeovu funkei L.
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© Vazba:

-

L =27x3y? — arctanx + A <9x2 N {)
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o Vazba:

.

°
L= 27X3y2 —arctan X + A <9x2 + %)

@ Funkci L parcialné zderivujte podle x, y a A, parcialni
derivace polozte rovny nule a vzniklou soustavu feste. Tim

najdete stacionarni body funkce L.~
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1
1+ x2

81x2y% + 18x\ + % -

XA
y2

54x3y —

9x2 + X
y




1

L, = 81x2y2+18x>\+%—

XA
y2

1+ x2
L, = 54x3y —
1= ox®+ %

y

@ Derivace polozte rovny 0. Je vyhodné vytknout v treti

rovnici x. To vede na dvé varianty feSeni: ve varianté (a) je
x =0 ave varianté (b) je x = —91—},.
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A

@ Varianta (a): Dosazeni do druhé rovnice nepfinasi nic,
dosazeni do prvni rovnice dava

——1=0.
y
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dosazeni do prvni rovnice dava

@ Varianta (a): Dosazeni do druhé rovnice nepfinasi nic,

A 1 0
y

@ Mame proto celou mnozinu (pfimku s vyjmutym bodem)
stacionarnich bodu:

A =1{[0,t,1] .t € R, t £ 0}
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@ Ve varianté (b): Dosazeni do prvni a druhé rovnice da po

Upravach:
y—A—81y2x 0
y+81y3
-2y +3\ 0

27y3




Upravach:

@ Ve varianté (b): Dosazeni do prvni a druhé rovnice da po

y—A—81y2x

y+81y3 B

-2y +3\ 0
27y3

0

@ Nyni ovS§em z druhé rovnice snadno spoctete \:

_
r=3
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o Dosadte znovu do prvni rovnice. Upravuite (staéi Citatele,
zde muzete délit y, protoze y nemulZze byt nula). Dostanete
rovnici

162y% = 1.
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o Dosadte znovu do prvni rovnice. Upravuite (staéi Citatele,
zde muzete délit y, protoze y nemulZze byt nula). Dostanete
rovnici

162y2 = 1.
o Odtud

nebo ——Q
18 y=
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o Dopoctete x a A.
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o Dopoctete x a \.
o Dalsi stacionarni body tedy jsou

V2 V2 V2 V2
[ Ve 15 27] €= [\/E’__ __]'

18’ 27




@ Pro vySetfovani typu extrému zacnéte s bodem B.
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@ Pro vySetfovani typu extréemu zacnéte s bodem B

@ Dosadite-li do L za A hodnotu g; dostanete
Z

%

= 27x3y? — arctan x + @

2, X
57 <9x +y>
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@ Pro vySetfovani typu extréemu zacnéte s bodem B

@ Dosadite-li do L za A hodnotu § dostanete

l

%

= 27x3y?

2 X
—arctan X + £ 9x? + =
27 y
o Dale si spoctéte druhé parcialni derivace této funkce.
K tomu muzete vyuzit uz spoctené prvni derivace funkce
L, ovSem s dosazenym \
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~2
%

"
XX
"
xy

"

yy

22

162xy? +

2X

3

2, V2
162x<y 57y2
2Vv2x

3
54x° + 273

(1+x2)?
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- 22 2x
L." = 162xy2

2 o R R (R
- V2

I." = 162x3y — L=

2, Y= 27,2

. 2v/2x

I." = 54x3

¥y - 27y3

o Dosadte nyni bod B = [—\/Z ‘1/—85] (projekci bodu
[ V2,42, 27}




@ Po Upravach mate

52

12V/2

3242




@ Po Upravach mate

o Hessova matice pro funkci L ; je ( o
27

_5v2
9

12V/2

3242

_52 q2./2
12v/2 —324+/2
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o Determinanty

D1:—59£ D, =72

znamenaji, ze funkce L, ma v bodé B lokalni maximum.
o7
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o Determinanty

p—-2 5 7
9
znamenaji, ze funkce L ; ma v bodé B lokalni maximum.
27

@ Proto mé funkce f v bodé B vazané maximum. Funkéni
hodnota v ném je —¥2 + arctan v/2.
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o Zcela analogicky zjistite, Ze f ma v bodé C = [\/Z -
V2

vazané minimum. Funkéni hodnota v ném je
— arctan V2.
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o Zcela analogicky zjistite, Ze f ma v bodé C = [\/Z _ 2
vazané minimum. Funkéni hodnota v ném je

‘/Té — arctan V2.

@ Nakonec se podivejte na mnozinu bodu A;. Postupujte
stejné, za \ dosadte t.
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o Dostanete

[; = 27x3y? — arctan x + t (Qx2 + ;)

a zase si spoctéte druhé parcialni derivace této funkce.

@ Ty vychazeji
- 2x
L¢ ZX = 162Xy2+18t+m

~ N

t
Liy, = 162x°y— )2

2tx

~
Ly, = 54x34+ =2
Yy y3

«4O0>» «F» «=)r» « E>» E DA




o Dosadte nyni bod A; = [0, ] (projekci bodu A; = [0, t, #]).




o Dosadte nyni bod A; = [0, ] (projekci bodu A; = [0, t, #]).
@ Po Upravach mate




o Dosadte nyni bod A; = [0, ] (projekci bodu A; = [0, t, #]).
@ Po Upravach mate

ltﬁx(l\,) — 18t
Ly (A) = —

Liy (A) = 0

- 1
© Hessova matice pro funkci L; je (1_81t ‘ ) :
t




lokalni extrém.

o Pakje ale D, = —tlz, a tedy zaporné pro kazdou hodnotu t
To ovSem znamena, Ze funkce L; nema v zadném bodé A;
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lokalni extrém.

bodech A;.

o Pakje ale D, = —tlz, a tedy zaporné pro kazdou hodnotu t

To ovéem znamena, Ze funkce L; nema v 2adném bodé A;

@ Ztoho ale neplyne neexistence lokalnich extrémda f v

«0O)» «F»

it
a

RN Ge




@ Pritom je situace na pfimce x = 0 jednoducha, az trivialni
Jednak je jasné, Ze ostry vazany extrém cela pfimka
predstavovat nemuze.
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@ Pritom je situace na pfimce x = 0 jednoducha, az trivialni
Jednak je jasné, Ze ostry vazany extrém cela pfimka
predstavovat nemuze.

@ Pouzijeme-li metodu dosazeni pro pfimku x = 0,

dostaneme konstantni (nulovou) funkci, ktera nema ostry
extrém v zadném bodé.
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@ Pritom je situace na pfimce x = 0 jednoducha, az trivialni.
Jednak je jasné, Ze ostry vazany extrém cela pfimka
predstavovat nemuze.

@ Pouzijeme-li metodu dosazeni pro pfimku x = 0,
dostaneme konstantni (nulovou) funkci, ktera nema ostry
extrém v zadném bodé.

@ A konec¢né, na okoli kazdého bodu pfimky x = 0 ve sméru
kladného nasobku vektoru (1, 0) je hodnota f kladna a ve
sméru zaporného nasobku vektoru (1,0) je hodnota f
zaporna. Nejde tedy ani o extrém neostry.
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Zavér: funkce

f(x,y) = 27x3y? — arctan x
ma pro vazebnou podminku

X
X2+ =0
y
dva vazané extrémy; vazané maximum v bodé

B =
kde

V2
2]

f(B) = —3 + arctan V2
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a vazané minimum v bodé

i V2
C= [\Fz _El
kde
f(C) = g — arctan V2.




@ OznaCme vox > 0 a v, > 0 horizontalni a vertikalni sloZku
pocatecni rychlosti stiely a Eg > 0 pocatecni kinetickou
energii. Mame tedy

1
Ey= =
0 2m

2 2
(VOX + VOy)
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@ OznaCme vox > 0 a v, > 0 horizontalni a vertikalni sloZku
pocatecni rychlosti stiely a Eg > 0 pocatecni kinetickou
energii. Mame tedy

Ey = %m (vgx + vgy)

o Celkovy Cas letu stfely je roven

T 2V0y

9
(horizontalni slozka okamzité rychlosti je nulova v poloviné
celkového Casu).
«0O>» «F»r « > < > Q>



@ Dolet R je funkci vox @ vpy, konkrétne

2Vox v
R=vp T = X

g
Chceme zjistit, kdy je R maximalni.
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@ Dolet R je funkci vox @ vpy, konkrétne

2VoxVo
R=voxT = —; Y
Chceme zjistit, kdy je R maximalni.
o Hledame vazané maximum funkce

R(VOXa VOy) =

2V0X ng
pii vazebné podmince

g

—-m

5 (vgx-l- vgx) —Ey=0
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@ Lagrangeova funkce L zde ma tvar

2V0 Vo
L(Vox, Voy, ) = ———~

A (%m (vgx + vgx) - Eo> :
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@ Lagrangeova funkce L zde ma tvar

2V0 Vo
L(VOXa Voy, )‘) = st

1

A <§m (vgx + vgx) - Eo> :
@ Zderivuijte ji podle vSech tfi proménnych a vytvorte tak
nelinearni soustavu rovnic pro nalezeni stacionarnich
bodu L.
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o Mame

2y,
A AMVoy

2Vox

+ Amvoy

%m (Vgx + Vgx) —Eo
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o Mame

2
% +Amvg, = 0

2Vox

1

5m (vgx + vg,() ~E = 0.

@ Nyni prvni rovnici vynasobte vy, druhou rovnici vynasobte
Voy @ odectéte je.
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o V ziskané rovnici Am (v3, — v§,) = 0 lze d8lit m

(hmotnost) i A (nulové X\ by narusilo podminky voyx > 0,
voy > 0. Méte tedy

2 2 _
Vox — Voy = 0.

«O0>» «Fr» « =>»



o V ziskané rovnici Am (v3, — v§,) = 0 lze d8lit m

(hmotnost) i A (nulové X\ by narusilo podminky voyx > 0,
voy > 0. Méte tedy

2 2 _
Vox — Voy = 0.

o Dosadte do druhé rovnice a vyjadrete voy, Vo,
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o V ziskané rovnici Am (v3, — v§,) = 0 lze d8lit m

(hmotnost) i A (nulové X\ by narusilo podminky voyx > 0,
voy > 0. Méte tedy

2 2 _
Vox — Voy = 0.

o Dosadte do druhé rovnice a vyjadrete voy, Vo,
°

= Ep
V/ = e V/ =
0x m’ Oy

m
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rychlosti vysly stejné, znamena to maximalni dolet pro uhel
z.

@ Protoze nam horizontalni i vertikalni slozka pocate¢ni
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@ Protoze nam horizontalni i vertikalni slozka pocate¢ni
rychlosti vysly stejné, znamena to maximalni dolet pro uhel
s

4

@ Neni nutno zde vySetfovat druhy diferencial, Ze jde o
maximum, plyne z fyzikalniho vyznamu Ulohy.
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@ Protoze nam horizontalni i vertikalni slozka pocate¢ni
rychlosti vysly stejné, znamena to maximalni dolet pro uhel
s

4

@ Neni nutno zde vySetfovat druhy diferencial, Ze jde o
maximum, plyne z fyzikalniho vyznamu Ulohy.
o Dopoctete-li R, dostanete

R 25
mg
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Zaveér: strela ma maximalni dolet

25

mg
pro vazebnou podminku

V \/Eo Voy =
0x — m’ oy —

Eo
, tzn. pro vystrel v Ghlu

m

T
7
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o Najdéte vazané extrémy funkce f(x, y) = xy za podminky
x? + y? = 1. (Zde nebudeme uvadét detailné cely postup.
Jde nam jen o feSeni situace, kdy metoda Lagrangeovych
multiplikatord neda konecny vysledek.)




o Najdéte vazané extrémy funkce f(x, y) = xy za podminky
x? + y? = 1. (Zde nebudeme uvadét detailn& cely postup.
Jde nam jen o feSeni situace, kdy metoda Lagrangeovych
multiplikatord neda konecny vysledek.)

o Sestavte Lagrangeovu funkci L = xy + A\(x2 + y? — 1), jejiz
a obvyklym postupem spoctéte jeji 4 stacionarni body
I |




o Determinanty Hessovy matice funkce Z_% v bodé
A— |1 1
A= |0 7

] vychazeji D; = —1a D = 0, druhy

v A nerozhodneme. Zdiferencovana vazba je

2xdx +2ydy =0
a tedy
X
dy = ——dx.
Y y

«O0>» «Fr» « =>»

diferencial je negativné semidefinitni a o vazaném extrému




o Po dosazeni do d°L

dostanete

ol—=

d?L
2

—dx? + 2dx_7xdx B (

2
_(1+2_X+X_2)dxz‘
y oy

(O AT <=

2
__X) e
y




@ Po dosazeni do d?L

dostanete

=

d?L
2

= —dx? + 2dxdy — dy? =

2
—dx® + 2dx —Xdx — (—X) dx? =
y y
2
—(1 +2—X+X—2)dx2.
y oy

o Po dosazeni bodu A ziskame kvadratickou formu —4dx?,
ktera je negativné definitni a funkce f ma proto v bodé
A vazané maximum.
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Zaver: zdiferencovanim vazby jsme zjistili vazané maximum

v A, kde Lagrangeova metoda nedala konecnou odpovéd.
Obdobné muazeme postupovat pro B, C a D.
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@ Do elipsy vepiste rovnoramenny trojuhelnik se zéakladnou
rovnobéznou s jednou z os elipsy tak, aby obsah
trojuhelniku byl maximalni.

A

N
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@ Pro obsah trojuhelnika plati

2x(y +b
Plxy) = 2V _ iy 1)
za podminky
X2 2

Y _
St -1=0

> A F »r <
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@ Pro obsah trojuhelnika plati

2x(y +b
Plxy) = 2V _ iy 1)
za podminky

X2 y2
A A
2 0.

@ Hledame tedy vazané extrémy pomoci Langrangeovy
funkce

L(x, y,>\)_x(y+b)+>\< Ly

——-1).
27 b
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soustavu:

’ 2X\
Ly=y+b+ X

@ Spoctete parcialni derivace a upravujete nelinearni

= =0 = &(y+b)+2xx=0
L}:x-l-%zo = bx4+2\y=0
, X2 y2

ay? + aby = b°x*
X+ yPd —a&b* =0

} ay?+aby=ab*—y*ad = 2y*+by—b*=0.
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dvé reseni:

Npe

4

_ —b+3b [y =25

Yo=-b

«0O)» «F»
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o Soustava rovnic vede na kvadratickou rovnici, z niz ziskate
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dvé reseni:

Npe

o Soustava rovnic vede na kvadratickou rovnici, z niz ziskate

_ —b+3b [y =25
- ===

Yo = —b.
@ Nyni jiz snadno rozhodnete o extrémech — v pfipadé y-ové

soufadnice —b ma trojuhelnik nulovou vysku, tedy i nulovy
obsah, jedna se o vazané minimum. Naopak v pfipade

y-ové soufadnice 8 ma trojahelnik maximalini obsah.
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Zaveér: rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou rovnobéznou

s jednou z os elipsy vepiSeme do elipsy tak, aby zakladna
protinala poloosu elipsy v jeji poloviné: pak je obsah
trojuhelniku maximaini.

«O0>» «F» «E)r» «
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Najdéte globalni extrémy funkce

f(x,y) =sinx +siny +sin (x + y), jejimz definicnim oborem je
Ctverec0 < x < 7,0<y < 7.

«O0>» «Fr» « =>»




o Napred najdéte lokalni extrémy.

«0O)» «F»
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o Napred najdéte lokalni extrémy.

°
fy = cosx+cos(X+Yy)
f, = cosy+cos(x+y)
cosX = cosy > Xx=y
«4O0>» «F» «=)r» « E>» =
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cosX +cos2x = 0
cosX +cos? X —sinx = 0
cos X + cos® X — (1 —coszx) 0
2cos? X +cosx—1 = 0
-1+3 [}
cosX = ——— =
4 -1 ¢ D(f)

o L T T
X=3= stacionarni bod A = [5, §]

«4O0>» «F» «=)r» « E>» E DA




fl. = —sinx—sin(x+y), L (A) =—-V3

fy = —sin(x+y),fy(A)= —?

fhy = —siny —sin(x+y),f,(A) = —V3

V3 _ﬁ) 9
H= 2 Di=-V3<0 Dy=->0

V bodé A je lokalni maximum, f(A) = 233,

> <
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@ Nyni hledejte vazané extrémy, zvlast pro kazdou ¢ast
hranice, tedy pro kazdou stranu Ctverce.
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@ Nyni hledejte vazané extrémy, zvlast pro kazdou ¢ast
hranice, tedy pro kazdou stranu Ctverce.

ox=0 y€(0,3)
7(y) =2siny
Vazané minimum v bodé B =[0,0],f(B) =0
Vazané maximum v bodé C = [0, 3], f(C) =2




@ Nyni hledejte vazané extrémy, zvlast pro kazdou ¢ast
hranice, tedy pro kazdou stranu Ctverce.
ox=0 ye(0,%)
f(y) =2siny
Vazané minimum v bodé B =[0,0],f(B) =0
Vazané maximum v bodé C = [0, 3], f(C) =2
oy=0 x€(0,3)
Vazané minimum v bodé B = [0,0],f(B) =0
Vazané maximum v bodé D = [0, 3], f(D) =2




°ox=7% ye(0,%)
fy)=1+siny +sin(EZ+y
f'=cosy—siny=0 y
! = —siny — cosy "
Vazané maximum v bodé




ox=% ye(0,3)
fy)=1+siny +sin(EZ+y

f'=cosy—siny=0 y

= —siny — cosy (%) -2

Véazané maximum v bodé E =

oy=3 xe(0.3)

Vazané maximum v bodé F = [§,%] ,f(F)=1++v2

o “F > E E 9HAE




Zavér: Globalni minimum je v bodé

B =10,0] f(B)=0
a globalni maximum v bodé

~3V3

A= [ (A) ==

53)

coz jsme zjistili porovnanim funkénich hodnot vSech lokalnich a
vazanych minim a lokalnich a vazanych maxim.




Piklad 1: f(x, y) = 27x%y? — arctan x
Priklad 2: Maximalni draha strely
Priklad 3: Zdiferencovana vazba
Priklad 4: Trojuhelnik vepsany do elipsy
Pfiklad 5: Globalni extrémy

Lagrange
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_ Véazané a globalni extrémy funkci dvou proménnych Text pro Mat
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