6 Planimetrie

Opravdovym matematikem muize byt pouze ten, kdo se
o matematiku zajima zcela neziStné (Euklides)

6.1 Uhel

V kapitole 1.4 jsme zopakovali nékteré¢ zakladni mnoziny bodli — geometrické utvary: bod,
pfimka rovina, polopfimka, polorovina, uhel a jeho velikost, trojuhelnik, kruznice a kruhovy
oblouk. V kapitole 5.7 jsme tyto poznatky doplnili o obloukovou miru thli. Vysledky téchto
pfedbéznych uvah vyuzijeme nyni k soustavnéjSimu zopakovéani geometrickych poznatk.
V této kapitole se budeme zabyvat geometrii v rovin¢ — planimetrii, v kapitole nasledujici
pak geometrii v prostoru — stereometrii.

Zopakujme, Ze thlem rozumime bud prinik dvou polorovin s riznobéznymi hrani¢nimi
pfimkami (konvexni tihel) nebo jejich sjednoceni (nekonvexni uhel).

Daéle budeme potiebovat nasledujici pojmy:

Vrcholové uhly: Dvé riznobézky p,q se spolenym bodem V' rozdé€li rovinu na ¢tyfi thly —
dvé dvojice thla jejichz ramena jsou opacné polopfimky. Takové uhly nazyvame thly
vrcholové. Vrcholové uhly jsou shodné.

Uhly souhlasné a stiidavé: M&jme tii piimky: p | g; mx p . Souhlasnymi thly rozumime
uhly lezici v téze poloroviné s hranicni pifimkou m, pficemz oba jsou zaroven ostré nebo
tupé. Stiidavymi Ghly rozumime thly leZici v opacnych polorovinach s hrani¢ni pfimkou m ,
pricemz jsou oba zaroven ostré nebo oba zarovenn tupé. Souhlasné thly jsou shodné.
Stridavé uhly jsou shodné.
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1 vrcholove uhly souhlasné tthly stiidavé whly

Souhlasné a stfidavé uhly lze definovat obecné i mezi primkami, které rovnobézné nejsou.
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uhly, které lezi na ,,stejné stran¢ ptimky m ” (tj. soucasné vlevo nebo soucasné vpravo) a na
»stejnych stranach ptimek p,q” (tj. souasné nahote nebo dole). Pfimky p,q pak nemusi byt

rovnobézné a souhlasné thly nemusi byt shodné (podobné pro uhly stiidavé). Vyse uvedené
véty bychom pak mohli formulovat ve tvaru implikace, napt::

JestliZe jsou primky p,q rovnobézné, pak souhlasné (stridavé) uhly jsou shodné.
Pro takto definované souhlasné a stfidavé thly plati i véta obracena:
JestliZe jsou souhlasné (stfidavé) ihly shodné, pak jsou piimky p,q rovnobézné.

Vétu tedy miizeme vyslovit ve tvaru ekvivalence:

Souhlasné (stfidavé) thly jsou shodné pravé tehdy, kyZ jsou pfimky p,q rovnobéZzné.
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6. 2 Trojuhelnik

Trojuhelnikem ABC (oznac¢ime AABC) rozumime prinik polorovin

AABC = ABC N ACBNCBA,

kde A4;B;C jsou navzijem ruzné body, které
nelezi na jedné pfimce. Nazyvame je vrcholy
trojihelnika. Spojnice vrcholii nazyvame strany
trojuhelnika a znac¢ime malymi pismeny
(AB=c; BC=a; AC =b).

Mala pismena Ize tak chépat v podstaté trojim
zpusobem:

a) jako oznaceni piimky, na které lezi dva vrcholy,
b) jako oznaceni strany trojihelnika (tj. oznaceni tsecky),
c) jako velikost prislusné strany.

Konkrétni vyznam byva vzdy ziejmy ze souvislosti.

Sjednoceni stran trojuhelnika nazyvadme obvodem trojihelnika. Konvexni Ghly a = <BAC ;

P =<ABC; y =<ACB jsou vnitini uhly trojuhelnika, uhly k nim dopliikkové jsou pak
vnéjsi thly trojuhelnika.

Soucet  vnitinich dhli  trojuhelnika:

C V AABC  vedme napf. vrcholem C

rovnobézku se stranou ¢ a oznacme «';f'

Vv uhly dle  pfipojeného  obrazku. Je

b a'+ f'+y=180°. Protoze vsak a'=a;

a p'= [ (stfidavé thly), je

A A a+f+y=180°.

A Soucet vnéjSich thla trojihelnika: V AABC
B oznacme «'; B';y"' vn&jsi tihly. Je tedy
a'=180" —a; B'=180" - B; y'=180" -y,

t,:
a'+f'+y'=(180"—a)+(180° — B)+(180° —y)
a+f'+y'=540" —(a+ B+y)
a'+ f'+y'=540"-180°
a'+ f'+y'=360".
Trojihelniky délime: podle délek stran na - riznostranné
- rovnoramenné
- rovnostranné,
podle velikosti vnitinich thli na - tupouhlé
- pravouhlé
- ostrothlé.

Trojuhelnikova nerovnost:
Soucet délek libovolnych dvou stran trojuhelnika je vzdy vétsi nez délka treti strany.
Rozdil délek libovolnych dvou stran trojihelnika je vzdy mensi nez délka tfeti strany.
Proti vétsi strang trojuhelnika lezi vétsi vnitini thel.
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Proti mensi strané€ trojuhelnika lezi mensi vnitini thel.
Proti shodnym strandm trojuhelnika lezi shodné vnitini thly.

Shodnost trojuhelnikii: Trojuhelniky stejné jako jiné Utvary jsou shodné pravée tehdy, lze-li
jeden na druhy pfemistit tak, ze splynou. V pfipad¢ trojuhelnikli to znamend, Ze musi mit
shodné vSechny strany a vSechny thly. Zapisujeme AABC = AA'B'C"'. Vrcholy trojuhelnika
v tomto zapisu je tfeba chapat jako usporadané trojice. Tento zapis totizZ znamena, Ze shodné
jsou prave strany AB=A'B'; AC=A'C'; BC=B'C'.athly a=a'; f=p"; y=y". Pii
zjiStovani shodnosti trojuhelnikli vSak neni nutné dokazovat shodnost vSech tii stran a
zarovenn vSech tfi Ghli. Stac¢i dokdzat, ze je splnéna néktera z postacujicich podminek
shodnosti trojuhelniktl. Ty jsou formulovéany v tzv. vétach o shodnosti trojihelniki:

Dva trojtihelniky jsou shodné prave tehdy, kdyz se shoduji:

véta sss: ve vSech tiech stranach;

véta sus: ve dvou strandch a v thlu jimi sevieném;
véta Ssu: ve dvou stranach a v thlu proti vétsi z nich;
véta usu: v jedné stran¢ a Gthlech k ni pfilehlych.

Podobnost trojuhelniki: Dva trojuhelniky AABC; AA'B'C' se nazyvaji podobné (znac¢ime
AABC ~ AA'B'C") prave tehdy, kdyz existuje kladné redlné Cislo & (koeficient podobnosti)
takové, 7e |ABl=k-|4'B'; |4Cl=k-14'C'; |BCl=k-|B'C.

Stejné jako v zapisu shodnosti 1 v zépisu podobnosti je tieba chapat vrcholy jako uspotfaddané
trojice. Zapis nas tedy informuje nejen o podobnosti samotné, ale rovnéz o tom, které vrcholy,
strany a uhly si v této podobnosti ,,odpovidaji‘.

Ani podobnost trojuhelnikii nemusime ovéfovat vzdy piimo z definice, i zde existuji véty
o podobnosti analogické vétam o shodnosti:

Dva trojuhelniky jsou podobné prave tehdy, kdyz:

véta uu: se shoduji ve dvou uhlech;
véta sus: se shoduji v poméru dvou stran a thlu jimi sevieném;
véta Ssu: se shoduji v poméru dvou stran a thlu proti vétsi z nich.

Pii¢ky v trojuhelniku jsou spojnice vyznamnych bodu. Jejich ndzvy se pouzivaji opét
v podstaté ve tfech vyznamech:

a) jako oznaceni primky, na které lezi dva vyznamné body;
b) jako oznaceni se€ky, kde vyznamné body jsou zaroven body krajnimi;
¢) jako velikost tisecky z bodu b).

Vétsinou se chapou ve vyznamu b), pfipadny jiny vyznam je vétSinou patrny z kontextu (napf.
»trojuhelnik ma vysku 5 cm®).

Stiedni pricka - spojnice stfedi dvou stran.

Trojuhelniky AABC a AS,S,C se shoduji v poméru velikosti dvou stran lAC| = 2-|S »Cls
|BC|:2-|S AC| a uhlu jimi sevieném (Uhel y maji spolecny). Podle véty sus jsou tedy
, a ¥BAC =<«S, S,C. Tyto uhly jsou vSak

podobné. Znamena to, Ze i |AB|:2-|S,,Sa
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C souhlasné thly mezi Gseckami A4B; §,S,. Tyto
usecky musi byt tedy rovnobézné (viz posledni
vétu predchozi kapitoly). Totéz plati i pro

S zbyvajici pricky:
Sa Kazda stiedni pricka je rovnobéZna se stranou,
kterou neprochazi, a ma poloviéni délku.

Y Vyska - kolmice spusténa z vrcholu na protéjsi
Se B stranu. VSechny vysky se protinaji v jednom bodé

(tzv. ortocentrum). V piipadé tupouhlého

stfedni pricky C trojuhelnika se tento bod nachazi mimo

trojuhelnik. AACP, ~ ABCP, (véta uu — oba
f}’;_ pravouhlé, «xACB spolecny). Tedy:
a 1
h Vb a_b_a v _a_ v, ., 1 1
fa v, v. b v b_lja.b_v'v'
va O b a a a b
Vb
e 11
d Podobné b:c=—:—.
A C F, v, V.
vwsky 1 1 1
Shrnuto: |a:b:c=—:—:—
va vb vc

TéZnice - spojnice vrcholu a stiedu protéjsi
strany. VSechny téznice se protinaji v jednom
bodé (tzv. tézisté). AATC ~ AS TS, (véta uu -

S.S, 14C).  14Cl=2:|S.S,|=1AT|=2-|TS,|

(analogicky na zbyvajicich téZnicich).

B Tezisté déli kaZdou téZnici v poméru 2:1.

t&7nice

6.3 Kruznice a kruh

KruZnice: je mnozina bodd v roving, které maji od daného pevného bodu (stfedu) stejnou
vzdalenost (tzv. polomér KruZnice).

Polomérem kruznice nazyvame zdroven kazdou usecku s jednim krajnim bodem ve stfedu
kruznice a druhym na kruznici. Kruznici zna¢ime nejcastéji k& (v piipade potteby odliSujeme
indexem). Kruznici nejcastéji zadavame jejim sttedem a polomérem. Je-li kruznice k urcena
sttedem S a polomérem 7, zapisujeme k = (S,r).

Kruhovy oblouk: Dva body kruznice A4 € k; B ek rozdéli tuto kruznici na dva kruhové

oblouky (kruhovy oblouk znagime AB).

Tétiva Kkruznice k =(S,r) je libovolna usecka 4B, kde A,B €k . Prochazi-li stredem
kruznice, nazyvame ji primérem kruZnice. Primér je tedy nejdelsi tétiva kuznice. Podobné
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A

stredovy a obvodovy ithel

k velikosti stFedového
a obvodového tihlu

jako u poloméru pouzivame i termin pramér také
ve smyslu ,,velikost nejdelsi tétivy. Znacime d a
plati d =2r.

KruZnice a primka: maji

a) dva spole¢né body (takovou piimku nazyvame
seCnou),

b) jeden spoleény bod (pfimku nazyvame teénou,
spolecny bod je bod dotyku, tikdme také, Zze
kruZznice se dotyka piimky),

c) zadny spoleény bod (hovoifime o vnéjsi
primce).

Pata kolmice vedené ze stfedu kruznice na seénu 4B je
sttedem usecky 4B (tétivy).

Tecna kruznice je kolma k poloméru, ktery spojuje stied
s bodem dotyku.

Bodem M lezicim vné kruznice k prochazeji pravé dveé
teCny této kruznice. Délka useCky MT se nazyva délka
teCny.

Uhel @ = <ASB, jehoz vrcholem je stied kruZnice a ramena
prochdzeji krajnimi body oblouku 4B, nazyvame stiedovy
uhel pfislusny tomuto oblouku. Kazdy thel o = <AVB, kde
body A,V,B lezi na kruznici, nazyvdme obvodovym
thlem piislusSnym k oblouku 4B, ktery v tomto thlu lezi.

Uvazujme ptipad, ze S € xAVB (viz pfipojeny obrazek).
Rozdélme stiedovy 1 obvodovy thel piimkou spojujici body
V.S, druhy prisecik s kruznici oznaéme W . Dale ozna¢me
SAVS =a;; <BVS=a,; <ASW =w,; <BSW =o,.
Protoze VS| = |AS|(= r),je <VAS = «, . Ze znamého souctu
Ghli v AVAS méame |«ASV|=180" —2¢,. Uhel <4SV je
viak také vedlejsi k o, je tedy |«4SV]=180°-w,.
Znamena to, ze
|<4SV|=180° —w, =180° —2¢, = @, = 2ax,.

Stejné lze ukazat, Ze w, =2, . Jetedy o, + w, =20, + 20, > 0, + 0, =2(a, + ;) .

Aviak o, + o, =o; o, +a, =a, t. .

V ptipadé, ze S ¢ <AVB je postup analogicky a vysledek stejny.

Velikost stiredového thlu je rovna dvojnasobku velikosti ihlu obvodového prislusného
k témuz oblouku. VSechny obvodové uhly prislusné k témuz oblouku jsou shodné.

Specialnim ptipadem je:

Thaletova véta: Obvodovy uhel pfislusny k pllkruZnici je pravy (neboli vSechny thly nad

pramérem kruznice jsou prave).
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Konvexni thel <4ABX , kde body 4B lezi na kruznici a X na
te¢n¢ k této kruznici v bodé¢ A4 (popi. B) se nazyva usekovy
uhel pfislusny k oblouku AB, ktery vtomto oblouku lezi.
Usekovy uhel je shodny se viemi obvodovymi thly
piislusnymi k témuz oblouku.

Mocnost bodu ke KkruZnici: Je dana kruznice k =(S,r)
a libovolny bod M . Timto bodem ved’'me se¢nu (event. te¢nu)
pke kruznici £ a oznacme A,B praseCiky této piimky
s kruznici, tj. 4,Beknp (event. pro te¢nu je A=B=T).
Pro kazdou takto sestrojenou piimku prochéazejici pevnym
bodem M je

|MA|-|MB| = konst =|MTT’|.

Je-li bod M vné kruznice k, nazyvame tento souc¢in mocnosti
bodu ke kruznici, je-li uvnitt kruznice, je mocnosti ¢islo
—|MA| . |MB| . Mocnost bodii lezicich na kruznici, je rovna nule.

KruzZnice a trojihelnik:

KruZnice trojuhelniku opsana: je
kruznice, kterd prochazi vSemi vrcholy
trojuhelnika. Jeji stfed lezi v priseciku
os stran, polomér znac¢ime obvykle 7.

KruZnice trojihelniku vepsana: je
kruznice, ktera se dotykd vsSech stran
trojuhelnika. Jeji stfed leZi v priseciku
os vnitinich uhld, jeji polomér znacime
obvykle p.

A kruznice trojuhelniiu vepsana

kruznice trojithelniku opsana

Kruh: je mnozina bodl v roviné, které maji od daného pevného bodu (stiedu) vzdalenost
mensi nebo rovnu danému kladnému ¢islu (tzv. polomér kruhu). Polomérem kruhu nazyvame
zaroven kazdou usecku s jednim krajnim bodem ve stiedu kruznice a druhym na kruznici.
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@A )

vysed usec
%,
mezikruzi
k>

vysed mezikruZi

Kruh znac¢ime nejcastéji K (v ptipad¢ potieby odliSujeme
indexem). Kruh nejcastéji zaddvdme jeho stfedem
a polomérem. Je-li kruh takto urcen, zapisujeme K =(S,r).
Mnozinu bodl, jejichz vzdalenost je rovna poloméru,
nazyvame hranici kruhu (popf. hraniéni kruznici), mnozina
bodl, jejichz vzdalenost je mensi, tvoii vnitini oblast
(vnitfek) kruhu, mnozina bodt, jejichz vzdalenost je veétsi,
tvoti vnéjsi oblast (vnéjSek) kruhu.

Dva poloméry SA4, SB rozdéli kruh na dvé kruhové vysece,
tétiva AB na dvé kruhové usece. Je-li AB pramér kruhu,
nazyvame use¢ pulkruhem.

Dvé kruznice: Dv¢ kruznice o riznych polomérech mohou
mit nejvyse dva spole¢né body. Maji-1i dvé kruznice spole¢ny
stted, nazyvame je soustfFedné. Soustfedné kruznice bud’
nemaji zadny spolecny bod nebo maji vS§echny body spolecné
(splynou). Dvé soustfedné kruznice k, =(S;r); k, =(S;n,);
r, > r, ur€uji tzv. mezikruZzi. Je to mnoZzina bodu, které maji
od bodu § vzdalenost re(rl;r2>. Cislo r, —7 nazyvame
§irkou mezikruzi. Prinik stfedového thlu a mezikruzi se
nazyva vyse¢ mezikruzi. Kruznice, které nemaji spolecny
stied, se nazyvaji nesoustiedné. Dv€ nesoustiedné kruznice
k =(S;n); k,=(S;n); 1r>r mohou mit pravé jednu
z poloh znazornénych na pfipojeném obrazku.

5

o (s

|SpSo| =1yt |SpSo|=rp+72

rptr >SS =1

|S1So|=r7—72 |SpSol<ry=72
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6.4 n -uhelniky

n-uhelnikem rozumime mnozinu bodl, kterou lze zapsat
jako sjednoceni n—2 trojuhelniki, z nichz vzdy pravé dva

C

maji  pravé jednu spole¢nou stranu (tzv. tvoficich
B D trojuhelnikll). n -uhelnik nazyvame konvexni pravé tehdy,
kdyz plati: lezi-li body 4;B v mnohothelniku, pak

v mnohouhelniku lezi celd usecka AB .
y 2 Uhlop¥i¢ka je spojnice dvou vrcholil, které spolu nesousedi.
Soucet wvnitinich hli je souctem vnitinich uhla vSech

F tvoticich trojuhelnikd, tj. (n—2)-180°.

G

Pravidelny 7 -thelnik je »-uhelnik, ktery lze zapsat jako
sedmiithelnik sjednoceni n rovnoramennych trojuhelnikii, které mayji
spole¢ny hlavni vrchol a vzdy pravé dva maji praveé jedno
spolecné rameno. Specidlné¢ misto pravidelny trojuhelnik

E
pouzivame ndzev rovnostranny trojuhelnik a misto
F D pravidelny ¢tyfuhelnik pouzivame nazev Ctverec.
Specialni ¢tyiuhelniky:

G c LichobéZnik: je ctytuhelnik, ktery ma pravé jednu dvojici
rovnobéznych stran. Strany, které rovnob&zné nejsou,
nazyvame ramena. Lichobéznik, jehoz ramena jsou shodna,
s€ nazyva rovnoramenny.

A B

Rovnobéznik: je ctyfuhelnik, ktery ma pravé dvé dvojice
rovnobéznych  stran. Na  pfipojeném obrazku je
AACD = ACAB podle véty usu (strana AC je spolecna,

D C
uhly k ni pfilehlé jsou stfidavé mezi rovnobézkami).
Znamena, to, ze AB=CD; BC=DA. Déle tedy
AABS = ACDS (opét véta usu, nebot AB = CD a prilehlé
uhly jsou opét stiidavé whly mezi rovnobézkami). To
znamena, ze AS = SC; BS = SD . Shrnuto:
i 5 Protéjsi strany v rovnobéZniku jsou shodné.

wwv__r

Uhlop¥i¢ky rovnobéznika se pili.

pravidelny sedmithelnik

rovrobéznik 3 . . : NPT .
Obé tyto vlastnosti jsou podminkami postacujicimi, tj. plati

¢ vety:
D Jestlize jsou protéjsi strany Ctyfuhelnika shodné, pak jde
o rovnobéznik.
Jestlize se uhlopficky Cctyrthelnika puali, pak jde rovnéz
o rovnobéznik.
Kosoctverec: je rovnobéznik, ktery ma shodné i1 sousedni
B strany. V tom piipadé¢ je AADS = ACDS (usu), a proto
XASD = «CSD . Tyto uhly jsou ale uhly vedlejsi, proto

1 Fosoctverec museji byt pravé: Uhlop¥icky v koso&tverci jsou na sebe
kolmé.
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Kolmost uhlopfi¢ek vSak neni postacujici podminkou k tomu, aby cCtyithelnik byl
kosoc¢tvercem (posuiite vrchol 4 po thlopticce AS'!).

Obdélnik: je rovnobéznik, jehoZ strany jsou na sebe kolmé

Ctverec: je obdélnik se shodnymi stranami (popi. koso&tverec s kolmymi stranami).

Obecny rovnobéznik (tj. rovnobéznik, ktery neni obdélnikem, ctvercem ani kosoctvercem)

nazyvame kosodélnik.

6. 5 Pravouhly trojihelnik

C Ve
VC
o .
A Ca D c b B
)

Euklidova véta o vyice

b
C
VC b
A D. Ch B

Euklidova véta o odvésné

B
02
a a
N b
D d C A
b2

b+d
Pythagorova véta

Euklidova véta o vySce: Na pfipojeném
obrazku mame sestrojen pravothly AABC
abod D je pata vySky v.. Tato vySka
rozdé€luje tento trojuhelnik na dva trojuhelniky
AACD ~ ACBD podobné podle véty uu. Oba
jsou totiz pravouhlé a dale:
|«ACD|=90° —|<«DAC]
|«BCD|=90° —|<«4CD| =
=90° —(90° —|«DAC]) = |«DACI,
tedy «<BCD = «<DAC . Plati tedy:

v, ¢

c 2 _
—_—= = V., =C, ¢,
C v

a c

Obsah c¢tverce sestrojeného nad vyskou
pravothlého trojihelnika se rovna obsahu
obdélnika  sestrojeného zobou useki

prepony.

Euklidova véta o odvésné: Na dalSim obrazku
je pravouhly AABC opét rozdélen vyskou,
tentokrat nas vSak zajima  podobnost
AABC ~ ACBD (opét véta uu - oba jsou
pravouhlé a uhel £ maji spole¢ny). Plati:

—=—=|b"=c-¢,

Obsah ¢tverce sestrojeného nad odvésnou
pravouhlého trojihelnika se rovna obsahu
obdélnika sestrojeného z prepony a pfi-
lehlého useku.

Pythagorova véta: Tato asi nejznamgjsi
matematicka véta je dusledkem dvou vét
Euklidovych. Zakresleme je do jednoho
obrazku a pouzijme jiné oznaceni: odvésna a
pravouhlého  A4ABC  je nyni vyskou
pravouhlého A4DB . Useky jeho piepony jsme
oznacili b,d . Podle Euklidovy véty o vySce pro

AADB je a’ =d -b.
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Délka ptepony v AADB je b+d, ptepona ¢ v AABC je odvésnou v AADB. Podle
Euklidovy véty o odvésné pro AADB tedy je

¢ =(b+d)-b=>c*=b>+d-b.
Protoze viak d -b =a’, dostivame pro AABC':
Eoaer]

Obsah ¢tverce sestrojeného nad preponou pravouhlého trojuhelnika se rovna souctu
obsahi ¢tverci sestrojeného nad obéma jeho odvésnami.

C a B b Pythagorovu vétu lze také ilustrovat nasledujicim

zpusobem: Na pfipojenych obrdzcich jsou dva Cctverce
h ¢ ostran¢ a+b, ze kterych jsou ,,odebrany* Ctyfi shodné
A pravouhlé trojuhelniky ABC. Po odecteni jejich obsahl

zbyvaji Sedé¢ utvary: nahofe Ctverec sestrojeny nad
pieponou ¢, dole dva ctverce sestrojené nad odvésnami

2 :
¢ a;b. Oba tyto atvary maji obsah (a+b)’ —4-S, .., tedy
obsah stejny:
[ =a?+p?].
Plati i véta obracena, tj.. je-li ¢*=a’>+b’, pak je
atb trojuhelnik pravouhly.
b C a B L .
5 . Obrazky navic geometricky ilustruji vzorecky pro druhou
b- |b mocninu dvoj¢lenu: Spodni obrazek fika: Ke ctvercim
< o obsazich a”; b*> jsou pfiéteny dva obdélniky, kazdy
A o obsahu a-b. VSe dohromady davéa ¢tverec o stran€¢ a +b,
tedy o obsahu (a +b)’. Znamena to, Ze
a2
a’+b*+2-a-b=(a+b).
Podobné lze ,,objevit* vzorec
a+h a’*+b*>-2-a-b=(a-b)
k Pythagorové vété (pokuste se 0 to).

1. Priklad: Sestrojme Ctverec, ktery ma stejny obsah jako obdélnik o strandch 5 cm; 3 cm.
ReSeni:

a) Pomoci Euklidovy véty o vysce: v pravotihlém trojihelniku plati v’ =c, - ¢, . Je tedy tieba
setrojit pravouhly trojuhelnik tak aby ¢, =5cm; ¢,=3cm. Jeho pfepona bude

tedyc =c, +¢, =8 cm. Nad jeho vySkou pak sestrojime hledany Ctverec:
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Konstrukce:
c=AB =8cm
k -Thaletova kruznice nad AB

D e AB;|DA|=5 cm I5cem?  |\/15 cm
v. LAB;D ev,

Cev.Nnk

A
DC je strana hledaného Ctverce. A Scm D 3cm B

b) Pomoci Euklidovy véty o odvésné:
v pravothlém trojihelniku plati »* =c-c,. Je

tedy tfeba sestrojit pravouhly trojuhelnik tak aby /] Scm
c=5cm; c¢,=3cm. Jeho odvésna pak bude
mit stejnou velikost jako strana hledané¢ho C
ctverce:
Konstrukce:
c=AB =5cm
k - Thaletova kruznice nad AB | : ‘
D e AB;|DA|=3 cm A 3em D B
v, LAB;D ev, ’IL Scm T
Cev.nk

AC je strana hledaného Ctverce.

2. Priklad: Sestrojme usecku o velikosti V17 em.
Reseni: bud’ a) dle pt. la: |DA| =17cm ;|DB| =lem = |DC| =17 em
nebo b) dle pt. 1b: |[DA|=16cm ; |DB|=1cm =|AC| =17 cm

3. Priklad: Sestrojme Usecku o velikosti J41 em.

ReSeni: Je mozno postupovat podle pf. 2. V tomto piipadé je ovS§em mozno pouzit i vétu
Pythagorovu, nebot ~/41=+/25+16 =+/5>+4> . Sestrojime-li tedy pravouhly trojuhelnik
s odvésnami 5 cm a 6 cm, jeho piepona bude mit velikost J41 em.

4. Priklad: Pravouhly trojthelnik mé pteponu ¢ =20 cm a vysku v, =8 cm . Jak velké useky
c,;c, vytind vySka v, na strané c?

ReSeni: Podle Euklidovy véty o vyice je vi=c,-c,, ze zadani je zfejmé, Ze
c=c,+c, =20. Resime tedy soustavu rovnic

8 =c,-
o =16c,=4
20=c, +¢,

5. Priklad: Obdélnik ABCD ma velikost sousednich stran v poméru 3:4, primér opsané
kruZnice je 10 cm . Ureme velikosti stran.

ReSeni: Primér kruznice opsané obdélniku je roven délce whlopiicky, ktera tento obdélnik
déli na dva shodné pravouhlé trojahelniky. Je tedy:
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a_3
b 4
a’+b* =10
Resenim této soustavy dostaneme
2
(i] b’ +b* =100
4
2b2 =100
16
b’ = 16 -100
25
4

b:§-10=8cm:a=6cm.

6. Priklad: Turista odmeéfil na mapé v méfitku 1 : 50000 vzdéalenost dvou mist
v(A4,B)=21,4 cm . Jaka je nejkratsi vzdalenost obou mist, ma-li bod 4 kotu 1288 m a bod

B kotu 704 m?
ReSeni: Horizontalni vzdalenost danych bodi je 21,4-50 000=1 070 000 cm =10,7 km

prevySeni 1 288 —704 =584 m = 0,584 km . Skute¢na vzdalenost mezi témito misty je tedy

d(A4,B)=+/10,7* +0,584* ~10,716 km

Goniometrické funkce v pravouhlém trojuhelniku: V kpt. 5.8 jsme zavedli goniometrické
funkce pro obecny uhel. Tyto funkce maji Siroké uplatnéni v trigonometrii — tj. pii feSeni
problémil souvisejicich s pravouhlym i obecnym trojuhelnikem. Je zndmo, ze v pravouhlém
trojuhelniku ABC dle pfipojeného obrazku plati:

. a
B sing=— cosa=—
c c
a b
c tga =— cotga = —
a b a
Je vSak tfeba si dobfe uvédomit tyto vztahy

1 v trojuhelniku oznaceném a polozeném jinak (viz dalsi
obrazek):

7. Priklad: Vypoctéme zbyvajici strany a uhly v pravouhlém trojuhelniku: a) A4BC :
c=120; a=50°20" (pravy thel pfi vrcholu C) b) ARST : r=240, p=59°30" (pravy
uhel pii vrcholu 7).
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ReSeni:
a) B=90°-50°20'=39°40"; sinax :E: a=csina =120-sin50°20"'~ 92,37
c

stranab: napf cosa :é = b=ccosa =120-co0s50°20'~ 76,60
c

nebo: b=+/c’> —a® =/120° —92,37* ~ 76,60.

b) 0:90°—59°30':30°30';tg0':£:>S:rtga:240-tg30°30'z141,37
r

cosp=£:>t= s 14137 ~278,54.
t cosp €0s59°30'

8. Priklad: Kolik schodi musi mit schodisté, je-li tieba sklonem 25° piekonat vysku 3,27 m
a schod ma byt Siroky 27 cm?

27 em ReSeni: Profil schodu je pravouhly trojuhelnik dle obrazku. Zde je
\\‘\/\_\250 . tg25°=L:> v=27tg25°~12,59
. 27
. v 327
™~ a potiebny pocet schodu je tedy n = ~26.
S 12,59

NereSené priklady:
1) Sestrojte usecky o velikostech \/g ; \/E ; J22 ; \/E .

2) Urcete obsah obdé¢lnika, jehoz délka je a =84cm a jehoz Ghlopticka je o 72cm delsi nez
jeho sitka.

3) Urcete vzdalenost dvou rovnobéznych tétiv v kruznici o poloméru 6cm , je-li délka tétiv
6cm;10cm .

4) Stit stfechy tvaru rovnoramenného trojithelnika ma §itku 12,8 m, spad stiechy je 38°.
Vypoctéte vysku stitu.

5) Trat' ma stoupani a) 12% b) 29 %o. Jaky je thel stoupani?

6) Z pozorovaci véze 105 m nad hladinou mofe je zaméiena lod’ v hloubkovém thlu 1°49°.
Jak daleko je lod’ od véze?

7) Silu o velikosti F'=100N rozlozte na dvé navzdjem kolmé slozky F;F, tak, aby thel
mezi vyslednici a jednou slozkou byl 43°52°.

8) Bfemeno je zavéSeno ke stropu dvéma lany, kterd se stropem sviraji thel 45°. Jakymi
silami jsou lana naméhana, je-li tiha biemene G = 200N ?

9) Ve vychodnim vétru o rychlosti 10ms™ leti k severu letadlo vlastni rychlosti 720kmh™. O
jaky thel se odchyli od severniho sméru?

10) Na vodorovné louce na 50° severni §itky stoji osamély smrk, ktery 21. biezna v pravé
poledne vrha stin dlouhy 12 m. Jak je smrk vysoky?
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Vysledky:
1) Dle fes. pi. 1 a) |AD|=4 A|DB|=2=|DC|=+8; |AD|=13A|DB|=1=|DC|=+13;
|AD|=11A|DB|=2=|DC|=+22; |4D|=29 A|DB|=1=|DC|=+29

nebo
dle fes. pt. 1b) |4B|=6A|4D|=2=|4C|=+8; |4B|=13A|4D|=1=|4C|=13
|4B|=11A]4D|=2=|AC| =22 ; |4B|=29 A|4D|=1=]4C|=~/29
2) 1092cm®  3) dvé feseni: 1.88cm;8.51cm. 4)5m 5) a) 6°51°b) 1°51° 6) asi 3310 m
7) F,=72.09N;F, =69.3N 8) F,=F,~14IN 9)2°52’ 10)asi 10 m

6.6 Obecny trojuhelnik
Pti feseni obecného trojuhelnika pouzivame dvou dulezitych vét:

Sinova véta: Méjme obecny trojuhelnik ABC dle pfipojeného obrazku. Vyska v, ho rozdéli

na dva pravouhl¢ trojuhelniky ACD ; BCD, ve kterych plati: sina = %‘ ; sin 8 = % , tedy
v, =bsina
C v, =asin f.
Odectenim téchto rovnic dostdvame
b a 0=bsina —asin
v neboli
¢ asin B =bsina,
o B B a b
A c D B sina  sin B

Zcela analogicky lze ukazat, Ze stejna rovnost plati i pro stranu ¢ a uhel y, a dale Ize ukazat,
ze tento podil je roven priméru kruznice trojuhelniku opsané. Plati tedy

a b c ol

sinad  sinf  siny

Tento vztah je opét tieba si uvédomit 1 v trojuhelniku oznaceném jinak, napi:

k m n
— = — =——=2r.
sink  sing sinv

1. Priklad: Vypoctéme zbyvajici strany a Gihly v trojtihelniku, je-li dano: a) AABC: ¢ =210;
a=62°32"; f=48°56";b) ARST:s=722; p=49°25"; 1 =108°40".
ReSeni: a)  =180° —a — f§ = 180° —62°32'— 48°56" = 68°32"

a c _csina 210sin 62°32'

—=——>a - =— ~ 200,22
sinag  siny sin y sin 68°32'

‘a _ ‘b jbzaémﬂ=200,772-sm48 56 ~170.13
sina  sinf sin o sin 62°32"
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b) 0=180°—p—7=180"°-49°25'-108°40"' = 21°55'

‘t _ .s :t:s?lnr:722:51n108 40 ~1832.57
sint  sino sino sin21°55"
‘r _ ‘s jr:ss.mp:722‘-sm49 25 ~1469,04
sinp sinc sino sin21°55"
B Kosinova véta: Uvazujme obecny trojuhelnik ABC,
v némz jsou znamy strany a;b a uhel y, ktery tyto strany
a sviraji (viz pfipojeny obrazek). NaSim tkolem je zjistit
¢ velikost strany c. Sestrojme vySku v,, kterd rozdéli
Y trojuhelnik na dva pravouhlé trojuhelniky a jeji pata
Y D rozdéli stranu b na useky b,;b,. Plati:
C b] b2 . Vb .
L ) siny =—=v, =asiny,
1 b d a

cosy =%:bl =acosy.
Podle Pythagorovy véty je:
cc=v,+b =v, +(b—b) =v, +b> —2bb + 1.
Dosazenim za v, a b, z vySe uvedenych vztaht je:
¢’ =v, +b* —2bb +b’ =a’sin’ y +b* —2bacosy +a’ cos’ y =a’sin’ y +a’ cos” y +b> —2abcos y

Tedy: ¢ =a’(sin’y +cos’ y)+b>—2abcosy =a’ +b*> —2abcosy .
\—W——J
1
Posledni uvedeny vztah vyjadiuje tzv. kosinovou vétu pro stranuc . Pti vypoctu strany a resp.
b bychom dostali analogické vztahy. Shrnuto:

¢ =a’ +b>—2abcosy

a’ =c* +b* =2bccosa

b* =a’> +c* —2accos

Opct je dialezité uvédomit si tyto vztahy i pro trojuhelnik oznaceny jinak:

m*> =n’>+r° —2nrcos i,
n* =m* +r>—2mrcosv,

rP=m’ +n* —2mncos p.

Kosinova véta je zobecnénim véty Pythagorovy, nebot’ napi. je-li v trojuhelniku ABC thel

¥ =90° :%,pakje

¢ =a’ +b* —2abcosy = ¢’ :az+b2—2abcos%:>c2 =a’+b*-2ab-0=>c"=a’ +b°.
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2. Priklad: Vypoctéme zbyvajici strany a thly v trojuhelniku, je-li ddno: a) AABC: a=7;

b=4; y=38"b) AKLM : 1=32; m=40; x=100°21".

ReSeni: a) ¢ :\/a2 +b> —2abcosy 7P +4*—2.7-4-cos38° ~4.57,

.b _ 'c s sin B = bsin y _ 4-sin 38
sin#  siny c 4.57
a=180°—- -y =180°-32°36"-38° =109°24".

b) k =12 +m® —2Imcosk =322 +40% —2-32-40-cos100°21" ~ 55.53,

k m ) msink  40-sin100°21'

—=——>=sinu= =

sink  sin u k 55.53

A=180" —x — £ =180° —100°21'-45°07"' = 34°32".

~ 0.5389 = f ~32°36',

~ 0.7086 = © ~45°07",

Vétu sinovou pouzivame, je-li trojiihelnik dan

a) dvéma thly a jednou stranou (tj. podle véty usu);

b) dvéma stranami a thlem proti jedné znich. Je-li dan uhel proti vétsi strané, je
trojuhelnik zadan jednozna¢né podle véty Ssu a uloha mé pravé jedno feSeni. Neni-li
tomu tak, ma uloha dvé feSeni.

Vétu kosinovou pouzivame, je-li trojuhelnik dan

a) dvéma stranami a tthlem jimi sevienym (tj. podle véty sus);
b) tfemi stranami (tj. podle véty sss).

3. Priklad: Vypoctéme zbyvajici prvky (strany a uhly) v trojihelniku ABC, je-li dano:
a=12,4; f=32°40"; y=72°30".

Refeni: Trojuhelnik je zadan podle véty usu — pouzijeme sinovou vétu. Predev§im
dopocitame zbyvajici uhel:

a =180°—(B+y) =180°—(32°40'+ 72°30") = 74°50".

a c _12,4-5in72°30'

Dale je: —— =——=c=——-siny = - ~12,75,
sina  siny sin o sin 74°50'

.a _ .b e he .a _sinﬂ:12,4‘5m32 40 ~6.93.
sina  sinf sina sin 74°50'

Je tedy: a=74°50"; b=6,93; c~12,3.

4. Priklad: Vypoctéme zbyvajici prvky (strany a thly) v trojuhelniku ABC, je-li déano:
a=28,7;6=19,5;a =53°20".
Reseni: Trojthelnik je opét zadan podle véty usu — pouZijeme sinovou vétu.

'a = .b :>sin,6’=2~sinot=19’5.311153 20 ~ 0,545 = p~33°
sina sinf a 28,
y =180°—(a+ ) =180°—(53°20'+33°) =93°40'
'a _ .c e .a sin :28,7-s1n93 40 ~35.70.
sina  siny sina sin 53°20'
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5. Priklad: Vypoctéme zbyvajici prvky (strany a thly) v trojihelniku ABC, je-li déano:
a=34,8; b=56,3; y=60° .

Reseni: Trojuhelnik je zadan podle véty sus — pouZijeme kosinovou vétu:

¢ =a* +b> —2abcosy = ¢ =+Ja’ +b* —2abcos y =+/34,87 + 56,37 —2-34,8-56,3-cos 60° ~ 49,2

Dale jiz lze pouzit vétu sinovou:

. . 4,8-sin 60°
'a = .c :>sma=£-smy=MzO,6126:>a~37°50'.
sina  siny c 49,2

Konetné¢ [ =180°—(a+ f)~180°—(37°50'+60°) =82°10".

6. Priklad: Vypoctéme vnitini thly trojuhelnika ABC, jsou-li dany vSechny jeho strany -
a=32,4; b=56,3; c=72,8.

ReSeni:

b*+c*—a®  56,3°+72,8 32,4
2b¢  2-56,3-72,8

Uhel B mizeme poditat stejnym zpasobem, lze jiz také pouZit sinovou vétu: £ =47°37".

Uhel y pak jiz lze jen dopogitat y =180° —(a + ) =107°13".

a’ =c*+b*—2chcosa = cosa =

~0,9051= a ~ 25°10".

7. Priklad: Téleso o hmotnosti m =2 000 kg je zavéSeno dvéma lany rizné délky na
vodorovné traverze. Lana sviraji s traverzou uthly o =38°26'; S =49°54'. Urceme

naméhani lan v tahu (poc¢itejme s gravitaénim zrachlenim g =10 ms™").

Reseni:
G=mg=2000-10=20 000 N
y=180°—a— fF=180°—38°26'-49°54"'=91°40'

ReSime trojuhelnik zadany podle véty usu — pouzijeme
sinovou vétu:

G F _ Gsina 20 000-sin38°26'

—=—1 =S F=— = _ ~12 437 N
siny sina siny sin91°40"

‘G _ .Fz :>F2=G§1nﬂ=20 090-51n49 54 ~15305 N
siny sinf sin y sin91°40'

NereSené ulohy:

1) V AABC je a) a=16;b=25;c=36 b) a=>5;b=06;c=7. Vypoctete velikosti vnitinich
uhli.

2) V AABC je a) a=165=40°50"y =69°20' b) b="722;a =49°25",y =108°48".
Vypoctéte zbyvajici strany a uhly.

3) Na vrcholu kopce stoji rozhledna vysoka 35 m. Z tidoli vidime patu rozhledny pod thlem
28° a vrchol rozhledny pod tthlem 31°. Jak vysoko je vrchol kopce nad tdolim?
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4) Obce A, B jsou spojeny s obci C pfimymi cestami, které sviraji tthel 63°20" a jsou dlouhé
2 003 m, resp. 1 593 m . Jak dlouhé je piima cesta z A do B?

5) Dv¢ nepfistupnd mista P,Q jsou pozorovana z mist A,B, jejichz vzdalenost je
|4B| =2 000 m. Byly zm&feny thly |[«<QAB|=52°40"; |<PBA|=42°01"; |«PAB|=86°40";
|<IQBA| =81°15". Urcete vzdalenost |PQ| (ptedpokladame, Ze vSechny body lezi ve stejné

roving).
6) Z bodu A4 je vyslan svételny paprsek, ktery ma po odrazu od rovinného zrcadla dospét do
bodu B. Vzdalenost bodi 4,B je |AB| =360 c¢m , vzdélenost bodu A4, resp. bodu B od

zrcadla je a =70 cm resp. b =180 cm . UrCete thel dopadu paprsku na zrcadlo.

7) Svételny paprsek dopada na sklenénou tabuli pod thlem 59°17'. Urcete tloustku tabule,
jestlize se po prichodu tabuli paprsek posunul o 20,9 mm (index lomu skla je n=1,53).

8) Sily o velikostech F, =42N;F, =35N pusobi na stejny bod a sviraji uhel 77°12". Jaka je
velikost vysledné sily?

9) Letadlo leti ve vySce 3 500 m k pozorovatelné. Pti dvou métenich bylo z pozorovatelny
vidét pod thly 25°, resp. 48°. Jakou vzdalenost urazilo letadlo mezi obéma méfenimi?

10) Po ramp¢ se sklonem 18°40' je tfeba vytahnout téleso tihy 280 N . Jak velka sila je
k tomu potieba a jak velké bude tlakova sila na rampu (tfeni zanedbejte)?

Vysledky:

1)a) a=22°20";8~=36°25"y ~121°15"' b) o =44°25";, B =57°07";y =~ 78°28'

2)a) a=69°505b=114,9;c~164,5 b) f=21°55"a~1469;c~1833 3)269m

4) 2122 m 5) 1633 m 6) 53°54' 7) 20,8 mm 8) F =~62,35N 9) asi 4 354 m 10) 89,62 N ;
265,27 N

6.7 Obvody a obsahy geometrickych obrazci

Geometrickym obrazcem (dile jen obrazcem) rozumime mnozinu bodi v roving
ohranicenou uzavienou kiivkou (hranici obrazce), ktera do této mnoziny rovnéz patfi.

Hranici obrazce muze byt napi. sjednoceni n useCek (u n-uhelnika), kruznice (u kruhu),
sjednoceni kruhového oblouku a usecky (kruhova usec), sjednoceni kruhového oblouku
a dvou useckek (kruhova vysec) apod. Hranici obrazce mize tvofit 1 vice kfivek - napf.
sjednoceni dvou kruznic u mezikruZzi.

Obvodem obrazce (zna¢ime o ) rozumime délku jeho hranice.
Obsahem obrazce (znacime S') je nezaporné realné €islo, které ma nésledujici vlastnosti:

1) Obsahy shodnych obrazct jsou si rovny.
2) Je-1i obrazec O sjednocenim obrazci O,; O,, jejichZ prinikem je nejvySe jejich
hranice, je obsah obrazce O roven souctu obsahtl obrazcii O,; O, .

3) Obsah &tverce o strané a =1 (m, cm,...) je S =1 (m*, cm*,...).
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trojuhelnik Kkosoétverec v
o=a+b+c 0 =4a .
1 b a .
=—-a Va Vb — V= . y
2 “ % S=a-v 5 e f a
1 c lichob&nik c
2 ’ o=a+b+c+d d
1 o 1 % b
B IRRG S=—(a+c)v
2 Sla+o) -
kruh
d=2r
obdélnik B 0=27r = 7d
0=2(a+b) :
S=a-b a S=7Z7'2=Z7Z'd2
mezikruZzi '
P o dorde g
B . o0=2rn(n+r)=x(d +d,)
S = 2 = — 2 CZ 1
NN S =3 = i) = 7(dE ~d7)
Kkosodélnik bl vy | f pravidelny 7 -ahelnik
o=2(a+b) o=n-a .

a
Sza-VHZb-Vb S:%nap:%op

1. Pfiklad: Obde¢lnikova zahrada ma obvod 130 m a obsah 1000 m’. Vypod&téme jeji rozméry.
ReSeni: Uloha vede na feSeni soustavy dvou rovnic

2(a +b) =130
ab =1000

. 130-2b :
Z prvni rovnice je a = — Dosazenim do druhé rovnice obdrzime:

M-b:IOOO

2b* —1305+ 2000 = 0
b 130 £~/130° —4-2-2000 _130++/900 130+£30 /40
" 2:2 4 4 25
Dosazenim do kterékoli rovnice dostaneme [a,;b,]=[25;40]; [a,;b,]=[40;25]. Zahrada ma
tedy rozméry 25x40 m.

2. Priklad: Jak se zméni obsah obdélnika o rozmérech a;b; jestlize
a) zveétSime stranu a dvakrat a stranu b tiikrat?
b) zmensSime-1i oba rozméry o 5%?
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ReSeni:

a) Obsah pivodniho obdélnika je S, =a-b; obsah zvétSeného S=2a-3b=6-a-b=6-S,, t].
obsah se zvetsi Sestkrat.

b) Obsah plivodniho obdélnika je S, = a - b ; obsah zmenSeného

§=0.95a-0.95b=0,9025-a-b=0.9-5,, tj. obsah obdélnika se zmensi asi o 10%.

3. Priklad: Strany trojuhelnika jsou v poméru 3:5:7, jeho obvod je 45 cm. Urceme délky
stran.

Reseni: Jestlize jsou strany trojthelnika v daném poméru, znamena to, Ze existuje &islo &
takové, ze a=3k; b=5k; c=Tk. Je-li O=a+b+c=3k+5k+7Tk=15k =45, pak
k=3,atedy a=3k=9cm; b=5%k =15cm; c=7k=21cm.

4. Priklad: Cestovatel vykonal po rovniku cestu kolem svéta. Nad jeho hlavou tutéZ cestu
(jeden oblet) absolvoval satelit ve vysce 500 km. O kolik kilometrii byla jeho cesta delsi?
Resme pro Zemi a (hypoteticky) pro Mésic, predpokladejme kruhové drahy.

ReSeni:
Pro Zemi: polomér Zemé je R, = 6 378 km, drdha cestovatele je tedy
d =27R,=2-6378-7~40074 km,
polomér drahy satelitu je R =R, +500 = 6 878 km , draha satelitu je tedy
d,=27R=2-6878 -7 =43 216 km,
rozdil ¢ini Ad =d, —d, =43216 — 40074=3 142 km .
Pro Mésic: polomér Mésice je R,, =1 738 km, draha cestovatele je tedy
d =27R, =2-1738-7~10920 km,
polomér dréhy satelitu je R = R,, + 500 = 2 238 km , draha satelitu je tedy
d,=27R,, =2-2238-7~14 062 km ,
rozdil ¢ini Ad =d, —d, =14 062 — 10 920=3 142 km,
(tedy ptesné tolik, kolik pro Zemi).

Vysvétleni tohoto zdanlivého paradoxu neni nijak slozit¢é — feSme ulohu obecné: Necht
polomér planety je R, vySka drahy satelitu /. Délka rovniku je pak d, =27 R, délka drahy

satelitu d, =27(R+h) arozdil Ad =d, —d, =27x(R+h)-27R=27xR+27h—27nR =2rh
vibec nezavisi na poloméru planety, ale pouze na vysSce satelitu nad ni.

NereSené ulohy
1) Vypoctéte obvod a obsah ¢tverce, jehoZz thlopticka mé délku 10 cm.
2) Vypoctéte obsah rovnostranného trojuhelnika, jehoz obvod je 72 cm.

3) Kolo tézni véZze ma primér 1,5 m. O kolik metri se spusti klec vytahu, otoci-li se kolo
petadvacetkrat?

4. Pfi¢ny prufez naspu zZelezni¢ni trati ma tvar rovnoramenného lichobéznika se zakladnami
|AB| =15m; CD| =10,5 m arameny |BC| = |AD| =5 m . Vypoctéme obsah priifezu.
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5) Kruhovy stil o poloméru 80 cm vysoky rovnéz 80 cm je pokryt ¢tvercovym ubrusem
o délce strany 1,2 m tak, ze stied stolu se kryje se sttedem ubrusu. Jak vysoko nad zemi jsou
rohy ubrusu?

6) Dé¢lky zakladen lichobézniku jsou v poméru 3:2, délka stfedni pficky je 5 m. UrcCete délky
zékladen.

7) Bézec probéhl trikrat kruhovou dréhu a ub€hl dva kilometry. Jaky je polomér drahy?

8) Anticky matematik a filosof Erathostenes z Kireny si v§iml, Ze v den jarni rovnodennosti
dopada Slunce v Asuanu v poledne do hlubokych studni az na hladinu vody. O rok pozdé&ji
v tentyZ den v Alexandrii zjistil, Ze se slunecni paprsky do studni nedostanou, protoze se
odchyluji od kolmice o 7°. Cesta z Asuanu do Alexandrie byla dlouhda 700 km a vedla
prakticky stdle na sever. Z téchto skutec¢nosti usoudil, ze Zemé je kulatd a dokonce vypocital
pribliznou délku zemského poledniku. Dokézete to také?

Vysledky:

1) 0=202cm 3 S=50cm*> ; 2) S=28%3cm®> 3) ~118m 4) ~57.4m> 5) 39.15cm.
6) 6m;4m 7) 106.16m 8) Cesta predstavuje kruhovy oblouk piislusny stfedovému uhlu 7°.
Pro délku d celého poledniku je tedy d : 700 =360:7 = d = (700-360)/7 =36 000 km .

6.8 Zobrazeni v roviné

V kapitole 1.3 jsme shrnuli nejriznéjsi typy zobrazeni mnozin. Zopakujme, Ze zobrazeni
zmnoziny S do mnoziny Z je jistd mnozina F uspofadanych dvojic [x;y], kde
xeS; yeZ,pticemz kazdému prvku x € § je timto zpsobem pfifazen nejvyse jeden prvek
v € Z. Zobrazeni mnozin zapisujeme F :S — Z, zobrazeni jednotlivych prvka zapisujeme
veétSinou rovnéz F:x—y (misto [x;y]e F). Je mozné rovnéz hovofit o zobrazeni
v mnozing, a sice v piipad¢, ze S =27 .V tom piipadé hovoiime o zobrazeni v mnozZin¢ S,
zapisujeme F : S — §. Timto zobrazenim se nyni budeme zabyvat s tim, Ze mnozina S bude
mnozina vSech bodii roviny. Hovofime pak o zobrazeni v roving, které budeme vétSinou
zadéavat ,,postupem konstrukce®, ktery kazdému bodu roviny pfifadi bod lezici opét v této
rovin€. VEtSinou se bude jednat o zobrazeni (jedné a téze) roviny o na (tutéz) rovinu «.
Abychom v zéapisech rozlisili body od zobrazeni, budeme zobrazeni zapisovat psacimi
pismeny. Zapis 7 : X — X' tedy znamena, Zze zobrazeni 7 zobrazuje bod X do bodu X'.
Bod X se nazyva vzor, X' obraz.

Obraz utvaru U : Obrazem Gtvaru U v zobrazeni ./ rozumime mnozinu U' vSech obrazii
bodi utvaru U .

Samodruzny bod zobrazeni 7 je kazdy bod X, ktery v zobrazeni 7 splyne se svym
obrazem, tj. X = X"

Samodruzny utvar zobrazeni .7 je kazdy utvar U, ktery v zobrazeni .7 splyne se svym
obrazem, tj. U =U".

Identita je zobrazeni, v némz je kazdy bod samodruzny.

Orientovanou tseckou v roviné rozumime usecku, kde jeden krajni bod je oznacen jako
pocateéni a druhy jako koncovy. Orientovanou usecku 4B znacime AB.
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Toto oznaceni se pouziva i pro polopfimku AB. Z kontextu bude vSak vzdy ziejmé, ktery
utvar mame na mysli a nebude proto hrozit nedorozuméni.

Rovnobézné orientované usecky AB || CD mohou byt

A B E F

orientovany bud’ souhlasn¢ nebo nesouhlasné. Lezi-li
B Zl vSechny body na téze pifimce, jsou usecky AB;CD
C D H (G  orientovany souhlasné pravé tehdy, kdyz poloptimka
souhlasné a nesouhlasné AB je podmnozinou polopiimky CD nebo naopak
orientované usecky CD je podmnozinou AB. Nelezi-li viechny body na
téze primce, pak jsou usecky AB;CD orientovany
souhlasné pravé tehdy, kdyz Gsecky AC; BD nemaji spole¢ny bod. Souhlasné ¢i nesouhlasné

orientované useCky nazyvame téz useCkami souhlasné ¢i nesouhlasné rovnobéznymi.

Shodné zobrazeni (shodnost): je zobrazeni, v némz obrazem kazdé¢ tiseCky AB je Gisecka
A'B' shodna s tseckou 4B .

V kazdém shodném zobrazeni plati:

- obrazem ptimky AB je pfimka A4'B', obrazem rovnobéznych pifimek jsou rovnobézné
primky;

- obrazem poloptimky AB je poloptimka 4'B"', obrazem opacnych poloptimek jsou
opacné poloptimky;

- obrazem poloroviny ﬁ je polorovina p'A', obrazem opacnych polorovin jsou opacné
poloroviny;

- obrazem thlu <AVB je tthel «t4'V''B"' shodny s thlem <AVB;

- obrazem utvaru U je utvar U' shodny s utvarem U .

Osova soumérnost: Je dina piimka o . Osova soumérnost s osou o je zobrazeni /(o) , které

pfifazuje: a) kazdému bodu X ¢ o bod X' tak, Ze XX 'L o astfed isecky XX' lezina o.
b) kazdému bodu Y €0 bod Y'=7Y .

Pfimku o nazyvame osa soumérnosti, o bodech X, X' fikame, Ze jsou soumérn¢ sdruzené

podle osy o.

MnozZinou vSech samodruznych bodi je osa soumérnosti. SamodruZznou piimkou je osa
soumérnosti a kazdd pfimka k ni kolma. Obrazem piimky rovnobézné s osou je piimka
rovnob¢znd s osou.Obrazem piimky ¢, kterd neni rovnobézna s osou ani k ni kolma, je
pfimka ¢g', které se s piimkou ¢ protina na ose o.

1. Priklad: Je dana pfimka p a body 4,B lezici v téZe poloroving s hrani¢ni piimkou p .
Ur¢eme bod X € p tak aby soucet |AX |+

BX | byl co nejmensi.

ReSeni: Jedna se o konstrukéni ulohu, jejiz feSeni by vzdy mélo obsahovat:

- rozbor ulohy, kde jsou zachyceny vlastnosti sestrojovanych utvari, které umoznuji jejich
konstrukei, soucasti rozboru je nacrtek, kde jsou tyto vlastnosti zachyceny;

vvvvvv

samotné vyrysovani obrazku pravitkem a kruzitkem;
- diskusi, ktera stanovi pocet feSeni tlohy.
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Rozbor: Nejkratsi spojnici dvou bodt je usecka. Kdyby body

A B A,B lezely v opacnych polorovinach, byl by feSenim bod
N X € ABn p . Lezi-li ve stejné poloroving, prevedeme tlohu
5% 2 na predchozi ptipad konstrukci bodu A' (popt. B') osové
V soumérného s bodem A4 (resp. B) podle piimky p.
A’ Hledanym bodem je pak pruseéik piimky p s tse¢kou A'B
(resp. AB").
Konstrukce: a) A":0O(p):A—> A",
b) XeAdA'Bnp.
Diskuse: Uloha ma jedno feseni.

Stifedova soumérnost: Je dan bod §. Stiedovd soumérnost se stiedem S je zobrazeni
7 (S), které piitazuje:

a) kazdému bodu X = § bod X' tak, Ze S je stfedem usecky XX';

b) bodu S bod §=S§".
Bod S nazyvame sttedem soumérnosti, o bodech X, X' fikame, Ze jsou soumérné sdruzené

podle stiedu S'.

Jedinym samodruznym bodem je bod S, samodruznou piimkou je kazda piimka, ktera
prochézi sttedem soumérnosti.

Stfedova soumérnost je jednoznacné ur¢ena svym stiedem. Je vSak jednoznaéné urcena také
dvojici soumérné sdruzenych bodl X, X'. Stfted soumérnosti v tom piipadé¢ najdeme jako
stied useCky XX'.

2. Priklad: Jsou dany dvé soustfedné
kruznice k,(0,r); k,(O,r); r,>r,. Abod S
uvniti k,. Sestrojte obdélnik ABCD tak, Ze
A;Bek,; C;Dek, abod S je jeho stiedem.

Rozbor: Obdélnik je stfedové soumérny
podle svého stiedu, /(S):4—>C;B—>D.

V této sttedové soumeérnosti je
S(S):k, > k,. Protoze  dle zadéni je
C;Dek,, musi byt 4;Bek,. Protoze vsak
dle zadani je 4;B ek, ,je A;Bek Nk,.

Konstrukee: a) kruznice k, . /(S): k, > k,,
b) 4,Bek Nk,
¢) obdélnik ABCD .

Diskuse: Uloha ma jedno feseni.

Posunuti (translace): Je dana orientovand usecka AB . Posunuti (translace) je zobrazeni
T (AB) které kazdému bodu X prifadi bod X 'tak, Ze orientované usecky AB, XX jsou
shodné, rovnobézné a souhlasné orientované.

Délka orientované usecky 4B udava délku posunuti, jeji smér urcuje smeér posunuti. Posunuti
uréené nulovou orientovanou useckou je identita. Posunuti uréené nenulovou orientovanou
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useckou nemé samodruzné body. Obrazem pifimky p riznob&zné s tseCkou AB urcujici
posunuti je piimka p' rovnobéznd s p a riznd od této piimky. Obrazem piimky p

rovnobézné s iseckou AB urcujici posunuti je ptimka p'= p (pfimka p je samodruznd).

3. Priklad: Jsou dany dvé rliznobézné ptimky a,b
a useCka CD. Sestrojte rovnobéznik ABCD tak,
aby Aea;Beb.
Rozbor: J(CD):B— A;b—b'. Protoze Beb
aB— A, je Aeb'. Dle zadani jedea, tedy
Aeanbd'.
Konstrukce: a) piimka a': 5(@) :b—>b',

b) Adeanb’,

c) oABCD.
Diskuse: Uloha mé jedno fesen.

Otoceni (rotace): Je dan orientovany uhel se zakladni velikosti ¢ a bod §. Otoceni (rotace)
je zobrazeni R(S; @), které ptifazuje

a) kazdému bodu X # S bod X' tak, ze |SX|=[SX | a orientovany thel <XSX '
ma zékladni velikost ¢ ;
b) bodu S bod §'=S.

Bod S nazyvame stfedem otoceni (rotace), orientovany thel pak thlem otoceni. V oto€eni
o nenulovy thel je stfed rotace zaroven jedinym samodruznym bodem. Otoéeni o 180° je
sttedova soumérnost. V otoéeni o 180° je samodruzni kazda pfimka prochazejici sttedem
rotace. Otoceni o jiny uhel nemd samodruzné ptimky. Samodruznymi utvary jsou kruZnice
a kruhy se stfedem ve stiedu otaceni.

Lze pomérné snadno dokézat, Ze osova soumérnost, sttedova soumérnost, translace a rotace
jsou shodné zobrazeni. Ve vSech dilkazech se studuje zobrazeni usecky a pouzivaji se véty
o shodnosti trojuhelniki. Dikazy vynechame a ponechdvame je zajemctim jako cviceni.

4. Priklad: Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC, jehoz vrcholy leZi na tfech
rovnobéznych ptimkéach a,b,c.

a’ Rozbor: Vnitini uhly rovnostranného trojihelnika
maji velikost 60°. V otoCeni o tento uhel, jehoz
sttedem je napi. vrchol C, je obrazem bodu A4 bod

4 B, obrazem pfimky a piimka a'. Je tedy Bea'.
Protoze dle zadani je Be b, musibyt Bebna'.
q Konstrukce: a) libovolny C ec
b) R(C,60°):a —>a'
c) Bebna'
d) AABC
b Diskuse: Po zvoleni bodu Cec lze bod A ziskat
dvojim zplisobem — oto¢enim piimky a kolem C
0 60° (. proti sméru chodu hodinovych rué¢i¢ek) nebo

a
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téz o —60° (po sméru chodu hodinovych rucicek). Dva trojuhelniky, které takto vzniknou,
jsou vSak shodné (navic symetrické podle kolmice prochazejici bodem C'). Takové situace za
dvé feseni nepovazujeme. Uloha ma jedno feSeni.

Podobné zobrazeni (podobnost): je zobrazeni, v némz obrazem kazdé tisecky 4B je tsecka
A'B', jejiz velikost je k nasobkem velikosti useCky AB (k> 0).

V kazdém podobném zobrazeni plati:

- obrazem piimky 4B je pifimka A'B', obrazem rovnobéznych piimek jsou rovnobézné
piimky;

- obrazem polopiimky AB je poloptimka A'B", obrazem opacnych poloptimek jsou
opacné polopiimkys;

- obrazem poloroviny ﬁ je polorovina p'—A' , obrazem opacénych polorovin jsou opacné
poloroviny;

- obrazem thlu <4VB je Ghel «4'V'B"' shodny s thlem «<A4VB.

Jsou-li U, U' dva tutvary a existuje-li podobné zobrazeni . : U — U, které zobrazuje tvar
U na utvar U', nazyvame utvary U, U' podobné (specidlnim ptipadem jsou podobné
trojuhelniky).

Stejnolehlost (homotetie): Je dan bod S a redlné ¢islo £, k # 0. Stejnolehlost (homotetie)
je zobrazeni /((S,k), které pfitazuje:

a) kazdému bodu X # S bod X' tak, ze |SX| = k|- |SX '|, pro k>0 lezi X' na poloptimkce

SX, pro k <0 na poloptimce k ni opacné;
b) bodu S bod S=S"

Stejnolehlost /((S,k) je podobnost s koeficientem |k|. Pro k=1 je identitou, pro k =—1

rotaci kolem S o 180° (i sttedovou soumérnosti se sttedem v bodé S). Pro k #1 je jedingm
samodruznym bodem stfed S. Samodruznou piimkou je kazd4 piimka, kterd prochéazi
sttedem stejnolehlosti.

Pro stejnolehlost plati:

- pfimka a jeji obraz jsou rovnobézné;
- orientovana usecka a jeji obraz jsou pro k£ > 0 souhlasné rovnobézné, pro k <0
nesouhlasn€ rovnobézné;

- pomér délek obrazu tGsecky a jejiho vzoru se rovna |k| ;

- obrazem tuhlu je thel shodny.
Stejnolehlost kruznic: lezi-li bod X na kruznici k(O,r), je |XO| =r.Proobrazy X';0'
bodl X;0 ve stejnolehlosti /((S, 1) pak plati |X'O'| = /1|XO| = Ar . Plati tedy:

Obrazem kruznice k(O,r) ve stejnolehlosti /((S,1) je kruznice k£'(O",
O' je obrazem bodu O.

Al-r), pFitom bod
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a

b

Na piipojeném obrazku vidime kruznici
k(O,r) a jeji obraz ve stejnolehlosti
s kladnym a zapornym koeficientem. Je-
li stfed stejnolehlosti ve stfedu kruznice,
zobrazi se kruznice na kruznici
soustfednou.

Jsou-li dany dvé kruZnice s riznymi
poloméry, pak existuji pravée dve
stejnolehlosti, které zobrazi jednu
kruznici na druhou. Jeden z moznych
pfipadii vidime na pfipojeném obrazku.
Zde bod S, se nazyvd vn&jsi stred
stejnolehlosti, bod S, pak stied vnitini.
V ptipadé, ze kruznice maji stejny
polomér, pak existuje  jedina
stejnolehlost, kterd zobrazuje jednu
kruznici na druhou — je to stfedova
soumérnost.  Spole¢nd tecna dvou
kruznic (pokud existuje) je bud
rovnobéznd se spojnici stfedi nebo
prochdzi stiedem stejnolehlosti, ktera
zobrazuje jednu kruZnici na druhou.
Tecny prochazejici vnéjsim stiedem se
nazyvaji vngj$i spolecné tecny, teCny,
které prochazeji vnitinim stfedem jsou
pak vnitini spole¢né tecny.

5. Priklad: Jsou dany dvé rlznobézky
a,b a bod M ¢a,b. Sestrojme
kruZznici, kterd se dotykd pfimek a,b a
prochazi bodem M .

Rozbor: Hledand kruznice £ se
sttedem O je stejnolehld s libovolnou
kruznici k' se stfedem O', ktera se
dotykd  obou  pfimek, sttedem

stejnolehlosti je bod Seanb. Dany bod M €k

je stejnolehly s

bodem M'ek', pficemz

O'M'||OM .

Konstrukce:
a) libovolnd k'= (0", r"), ktera se dotyka primek

aﬂb’

b) ptfimka o : osa thlu s rameny a,b,
c) pfimka p=SM ,

dybod M'ek'np,

e)ptimka r: Mer; r||O'M",

f) Oerno.
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Diskuse: Uloha ma dvé feSeni.

6. Priklad: Sestrojme pfimku a, kterd prochazi danym bodem A4 a nepfistupnym prisecikem
ptimek p,q .

Rozbor: Neprtistupny prasecik ptimek p,g je stfed stejnolehlosti. Je-li U libovolny utvar,
kde AeU asestrojime-li k nému stejnolehly utvar U' se stejnolehlym bodem A', pak
hledana piimka je urcena body 4;A4"'.

Konstrukce:

a) libovolny trojuhelnik U = ABC: Be p;Ceq,

b) libovolny trojuhelnik U'=A'B'C"':B'e p;C'e q; AB|| A'B";BC||B'C";CA||C'A4",
c) a=AA".

Diskuse: Uloha ma jedno feSeni.

7. Priklad: Do daného ostrotihlého troj-
C uhelnika ABC vepiste Ctverec KLMN tak,

aby KL c AB;M € BC;N € AC.

ReSeni jiz stru¢ng:

N M Rozbor: pouzijeme stejnolehlosti se sttedem
vbodé 4.

N; M Konstrukce:

a) libovolny ctverec K'L'M'N':
K'L'cAB; N'€e AC,

b) hledanybod M : M € BCNAM',

¢) oKLMN .

Diskuse: Uloha ma jedno feSeni.

NereSené ulohy:

1) Zvolte libovolny AABC, sestrojte jeho tézist¢ 7 a kruznici k trojuhelniku opsanou.
Zobrazte kruznici k ve stejnolehlosti .Z'(T,—0.5) . Kterymi body obvodu trojihelnika 4BC

kruznice k' prochdzi?

2) Je dan ctverec ABCD, |AB|:SCma bod M uvnitt ¢tverce, M € BD;

MB| =2cm.
Sestrojte vSechny useCky XY s krajnimi body na hranici ¢tverce tak, ze |MX | : |M Y | =4:3.

3) Sestrojte AABC , je-li dano:
a)a:c=4:7,=45%t,=4,5cm; b) a:b:c=7:4:5;v, =4 cm;
c) a =45°% B =60%r =5 cm(polomér kruznice opsané) .

4) Do daného rovnobéznika KLMN vepiSte ctverec ABCD tak, aby A€ KL; Be LM ;
CeMN;, DeKN.
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5) Do kruznice k(S;r) je vepsan rovnostranny AABC . Sestrojte jeho obraz AA'B'C'
v oto¢eni A (S ; 60°). Urcete vnitini thly takto vzniklého dvanactitihelnika (Sesticipé hvézdy)

6) Je dan bod C, piimka p (|Cp|=2cm), kruznice k(S;3cm) (|Sp|=4cm, body C,S lezi
v téze poloroviné¢ s hrani¢ni pfimkou p. Sestrojte vSechny pravouhlé rovnoramenné
trojuhelniky ABC s pravym thlem pii vrcholu C tak, aby A€ p;Bek.

7) Sestrojte lichob&éznik ABCD, jsou-li dany délky obou jeho zékladen a,c a obou jeho
uhlopticek e, f .

8) Do ctverce ABCD vepiste rovnostranny A4AYZ tak, aby Y e BC, ZeCD.
9) Sestrojte AABC , jsou-li dany velikosti vSech ti jeho téznic.
10) Sestrojte AABC , je-li dan jeho obvod o a vnitini thly o, f.

11) Na obdélnikovém kule¢nikovém stole ABCD lezi bila a ¢ernd koule. Bil4 koule ma trefit
¢ernou po dvojim odrazu od mantinelu. Kudy je tfeba bilou kouli poslat?

12) Jak velké rovinné zrcadlo ¢lovek potiebuje, aby v ném vidél celou svoji postavu?

Vysledky:
1) Sttedy stran AB,BC,CA. 2) Uzijte ./ (M ;—%}, ptipadné /7 (M ;—%).

4) Uzijte fi?(S;i%), kde S je stfed rovnobéznika 5) 60°;240° 6) Uzijte ﬁ(cgj

7) Uzijte .7 (@) 8) Uzijte (/(AC) 9) Hledany AABC spolu se viemi jeho téZnicemi

Vv v

ABC se zobrazi do téZisté¢ T' trojuhelnika A'B'C'. Nyni je moZzno sestrojit ATT'B, jehoz
strany jsou rovny dvéma tietindm danych téznic. Konstrukce AABC je pak jiz zfejma.

10) Sestrojte AEDC, kde |ED|=0, <):EDC=%, <IDEC=§. Dale sestrojte osy o;;0,

usecek DC,EC; pak A€o, nDE; Beo,"nDE 11) Uzijte dvou osovych soumérnosti
s osami ve dvou strandch stolu . 12) Polovina vysky postavy.
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